
LEHRER

VERLAG
SELBST

02-031-266

Lineare Algebra
selbstorganisiert erlernen

Ursula Pirkl

 



Umschlag 
Vorderseite 

(Innen) 
 

(unbedruckt)

Hier können Sie noch Vorlagen einfügen

                                                        Oberstudienräin Ursula Pirkl

Kapitel 1 

Lineare Gleichungssysteme 

mit zwei Variablen

 



___________________________________________________________________________

Gesamtwerk: U. Pirkl – Lineare Algebra selbstorganisiert erlernen (Bestell-Nr. 02-031-266)

Stand: 21.07.2014

Alle Rechte vorbehalten. All rights reserved.

Nachdruck, auch auszugsweise, vorbehaltlich der Rechte,

die sich aus §§ 53, 54 UrhG ergeben, nicht gestattet.

LehrerSelbstVerlag

Sokrates & Freunde GmbH, Koblenz (Germany) 2013

www.lehrerselbstverlag.de

Druck: www.f-druck.de

Lineare Gleichungssysteme

Kapitel 1 – Lineare Gleichungssysteme mit zwei Variablen   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  9

Kapitel 2 – Lineare Gleichungssysteme mit drei Variablen   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  17

Einführung in die Vektorrechnung

Kapitel 3  – Koordinatensysteme   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  23

Kapitel 4 – Grundlegendes zu des Vektoren   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  25

Kapitel 5 – Rechnen mit Vektoren   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  33

Kapitel 6 – Lösen von Vektorgleichungen bei Linearkombinaionen   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  43

Kapitel 7 – Lineare Abhängigkeit und Unabhängigkeit   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  47

Geraden in der Ebene und im Raum

Kapitel 8 – Parameterdarstellung von Geraden   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  49

Kapitel 9 – Lagebeziehung von Geraden   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  55

Kapitel 10 – Skalarprodukt   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  59

Kapitel 11 – Vektor- oder Kreuzprodukt   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  65

Ebenen im Raum

Kapitel 12 – Darstellung von Ebenen   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  69

Kapitel 13 – Besondere Ebenen  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  81

Kapitel 14 – Lagebeziehungen bei Ebenen   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  85

Kapitel 15 – Abstände   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  99

Kapitel 16 – Schnitwinkel   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  105

Kapitel 17 – Ebenenscharen  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  107

Lineare Abbildungen

Kapitel 18 – Grundlegendes zu Matrizen  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  119

Kapitel 19 – Projekion  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  125

Kapitel 20 – Spiegelung  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  137

Kapitel 21 – Zentrische Streckung aus dem Ursprung  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  143

Kapitel 22 – Drehungen  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  145

Kapitel 23 – Verketung von linearen Abbildungen  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  149

Kapitel 24 – Überblick lineare Abbildungen Ax = xˈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  153

                                                       Oberstudienräin Ursula Pirkl 

Reihe Mathematik

Bestellnummer 02-031-266

Oberstudienräi n Ursula Pirkl 

Lineare Algebra
selbstorganisiert erlernen

 



Stand: 21.07.2014

Alle Rechte vorbehalten. All rights reserved.

Nachdruck, auch auszugsweise, vorbehaltlich der Rechte,

die sich aus §§ 53, 54 UrhG ergeben, nicht gestattet.

LehrerSelbstVerlag

Sokrates & Freunde GmbH, Koblenz (Germany) 2013

www.lehrerselbstverlag.de

Druck: www.f-druck.de

 

02-031-266 © 2013 Lehrerselbstverlag 24.11.2013 Ursula Pirkl

Inhaltsverzeichnis

Vorwort   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  5

Vorbetrachtungen   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  7

Lineare Gleichungssysteme

Kapitel 1 
Lineare Gleichungssysteme mit zwei Variablen   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  9
Kapitel 2 
Lineare Gleichungssysteme mit drei Variablen   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  17

Einführung in die Vektorrechnung

Kapitel 3  
Koordinatensysteme   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  23
Kapitel 4 
Grundlegendes zu des Vektoren   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  25
Kapitel 5 
Rechnen mit Vektoren   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  33
Kapitel 6 
Lösen von Vektorgleichungen bei Linearkombinaionen   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  43
Kapitel 7 
Lineare Abhängigkeit und Unabhängigkeit   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  47

Geraden in der Ebene und im Raum

Kapitel 8 
Parameterdarstellung von Geraden   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  49
Kapitel 9 
Lagebeziehung von Geraden   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  55
Kapitel 10 
Skalarprodukt   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  59
Kapitel 11 
Vektor- oder Kreuzprodukt   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  65

Ebenen im Raum

Kapitel 12 
Darstellung von Ebenen   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  69
Kapitel 13 
Besondere Ebenen   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  81
Kapitel 14 
Lagebeziehungen bei Ebenen   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  85
Kapitel 15 
Abstände   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  99
Kapitel 16 
Schnitwinkel   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  105
Kapitel 17 
Ebenenscharen  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  107

 



02-031-266 © 2013 Lehrerselbstverlag24.11.2013 Ursula Pirkl

Inhaltsverzeichnis

Lineare Abbildungen

Kapitel 18 
Grundlegendes zu Matrizen  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  119
Kapitel 19 
Projekion  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  125
Kapitel 20 
Spiegelung  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  137
Kapitel 21 
Zentrische Streckung aus dem Ursprung  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  143
Kapitel 22 
Drehungen  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  145
Kapitel 23 
Verketung von linearen Abbildungen  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  149
Kapitel 24 
Überblick lineare Abbildungen Ax = xˈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  153

  

 

02-031-266 © 2013 Lehrerselbstverlag 24.11.2013 Ursula Pirkl

– 5 –Vorwort

Kommentare von Schülerinnen 

und Schülern

„Ich inde es toll, dass man, wenn man mal 
krank ist, zu Hause im Arbeitsbuch nachvollzie-

hen kann, was im Unterricht gemacht wurde. 
Damit hat man die Chance, anschließend ohne 
Lücken wieder mitarbeiten zu können.“

„Ich inde es gut, keine losen Bläter zu haben. 
Man verliert keine Seiten und hat am Schluss 

alles übersichtlich und komplet.“

Zielgruppe

Die Unterlagen sind primär für den Unterricht im 
Grund- und Leistungskurs in der gymnasialen Ober-
stufe entwickelt worden, können aber auch an allen 
Einrichtungen, in denen die allgemeine Hochschul-
reife erworben werden kann, eingesetzt werden.

Ebenfalls ist das Konzept für Fachoberschulabsol-
venten geeignet, die an Hochschulen bzw. Fach-

hochschulen einen Studiengang wählen, der Ma-

themaik beinhaltet. Angehende Studeninnen und 
Studenten, die keine oder nur sehr geringe Kennt-
nisse im Bereich der Linearen Algebra haben, kön-

nen sich selbständig oder im Rahmen von Vorbe-

reitungskursen in die für das Studium notwendige 
Themaik einarbeiten.

Auch im Bereich der Nachhilfe im Fach Mathemaik 
ist der Einsatz der Lern- und Arbeitsmaterialien vor-
züglich geeignet, da die Unterlagen die Bedürfnisse 
der Zielgruppe „Zugangsproblem in Mathemaik“ 
voll abdecken.
 

Methodische und didakische 

Anmerkungen

Die Unterlagen sind darauf ausgerichtet, dass die 
Schülerinnen und Schüler weitgehend eigenständig 
und individuell in Lernteams, aber auch zu Hause 
die einzelnen Themen erarbeiten sowie bei Fehlzei-
ten nacharbeiten können. Über Hausaufgaben kann 
der zeitliche Rahmen daher so gesteuert werden, 
dass alle vom Lehrplan vorgeschriebenen Themen 
im Laufe des zur Verfügung stehenden Halbjahres 
bearbeitet werden können.

Vorwort 

Die Konzepion des vorliegenden Arbeitsbuches 
beruht auf meinen langjährigen Unterrichtserfah-

rungen in der Oberstufe von berulichen Gymna-

sien in Südhessen. Im Mitelpunkt der Zielsetzung 
steht hier, den Schülerinnen und Schülern einen 
übersichtlichen Weg durch die Vielfalt der Metho-

den und Lösungswege in der linearen Algebra auf-
zuzeigen. Demzufolge haben die einzelnen Kapitel 
eine zusammenhängende, aufeinander aubauen-

de Struktur, wobei für die jeweilige Problemstel-
lung meist nur ein Lösungsweg zum Ansatz kommt. 
Ergänzt durch Übungsaufgaben aus Schulbüchern 
oder anderen Quellen, erhalten die Schülerinnen 
und Schüler einen umfassenden Überblick über die 
im Inhaltsverzeichnis aufgelisteten Themen, die im 
Wesentlichen den Anforderungen des hessischen 
Landesabiturs im Grund- und Leistungskurs ent-
sprechen.

Die Form der Aufgabengestaltung stellt eine Anlei-
tung für selbstorganisierte Lernformen dar. In der 
Praxis bilden sich Lernteams, in denen die Schüle-

rinnen und Schüler im Dialog die Inhalte überwie-

gend selbständig erarbeiten. Häuig kommunizie-

ren die Teams in den Lerngruppen, in denen diese 
Lernform prakiziert wird und zum Standard gewor-
den ist, auch untereinander und tauschen Erkennt-
nisse sowie Einsichten zur Themaik aus. Während 
leistungsstärkere Teams die Aufgabenstellungen 
und zusätzliche Übungen in der Regel ohne weitere 
Hilfe bewäligen und selbständig bearbeiten, bietet 
diese Unterrichtsform den notwendigen Freiraum, 
den Schülerinnen und Schülern mit Zugangsproble-

men im Fach Mathemaik durch individuelle Hilfe 
bei der Erweiterung ihrer Kompetenzen zu unter-
stützen. Die Aufgabenstellungen erfordern zudem, 
häuig dargestellte Sachverhalte oder Zusammen-

hänge zu beschreiben sowie Ansätze zu begründen. 
Dadurch werden neben rein themenspeziischen 
auch sprachliche Kompetenzen hinsichtlich der Ver-
wendung der Fachterminologie erworben. Lehrer-
zentrierter Unterricht indet in der Regel nur noch 
zu Beginn des Unterrichts zwecks Wiederholung 
und Fesigung der Inhalte und zur Besprechung von 
Hausaufgaben stat. Damit wird den Erkenntnissen 
der Lerntheorie und den daraus resulierenden For-
derungen, selbstorganisierte Lernformen einzuset-
zen, voll umfänglich Rechnung getragen.

Oberstudienräin Ursula Pirkl
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– 6 – Vorwort

Da alle Kapitel aufeinander aubauen, ist eine lü-

ckenlose Bearbeitung der einzelnen Aufgaben not-
wendig. Auf eine vollständig umfassende Theorie 
der linearen Gleichungssysteme wird zugunsten 
einer exemplarischen und anschaulichen Darstel-
lung der Themaik verzichtet. Die hier angeführten 
Beispiele orienieren sich überwiegend an Bedürf-
nissen, die sich aus den Aufgabenstellungen der fol-
genden Kapitel ergeben. 

Die Gestaltung der Unterlagen ermöglicht es, dass 
Erläuterungen, Erkenntnisse und Ergebnisse voll-
ständig in das Arbeitsbuch hineingeschrieben wer-
den, sodass keine unübersichtlichen losen Bläter-
sammlungen entstehen und alle Informaionen 

ohne Suchakionen schnell nachgeschlagen werden 
können. Die Lösungen zu den Aufgaben und Übun-

gen des Arbeitsbuchs werden bei einer Bestellung 
automaisch als PDF-Datei mitgeliefert. Da die Un-

terlagen ergänzend zum Schulbuch eingesetzt wer-
den, sind an Stellen, an denen beispielsweise weite-

re Veriefungen durch Übungsaufgaben gewünscht 
sind, Platzhalter so eingefügt worden, dass Verweise 
der Lehrerinnen und Lehrer auf zusätzliche Übungs-

aufgaben übersichtlich noiert werden können. 

Anregungen und Verbesserungswünsche zu diesem 
Arbeitsbuch werden gerne entgegengenommen 
und können dem Verlag per Mail unter der Adresse 
service@lehrerselbstverlag.de zugesendet werden.
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– 7 –Kapitel 1 

Lineare Gleichungssysteme

Vorbetrachtungen

Vorbetrachtungen 
 
Der Bezug zur Realität ist im Fach Mathematik häufig die Voraussetzung für die Akzeptanz, Neues zu 
lernen. Daher sollen an dieser Stelle, bevor der Einstieg indas Thema lineare Algebra mit dem sehr 
abstrakt und anwendungsfremd erscheinenden Gebiet der linearen Gleichungssysteme erfolgt, zunächst 
einige Beispiele für praktische Anwendungen erläutert werden. 
 
Vektoren in der Physik 
 
Der der aus dem Physikunterricht bekannte Begriff des 
Vektors spielt eine zentrale Rolle in der linearen Algebra. Wie 
Sie sicherlich wissen, besitzen alle Größen, die eine 
Richtung haben, einen vektoriellen Charakter. Dies bedeutet 
beispielsweise bei Kräften, die in unterschiedliche 
Richtungen wirken, dass man die Beträge nicht einfach 
addieren darf. 
 
 
 

 

 

 
 
Wetterkarte und lineare Algebra 
 
Die Erstellung von Wetterkarten mit der Berechnung von 
Windstärke, Windrichtung und der Bewegung der Tief- und 
Hochdruckgebiete basiert auf der Anwendung Vektorrechnung. 

 
 
 
 
Computerspiele programmieren 
 
Bei der Programmierung von Computerspielen wird der 
dreidimensionale Raum, in dem das Spiel statt findet, auf einem 
zweidimensionalen Bildschirm dargestellt. Die einzelnen 
Bildpunkte des Raumes werden hier mit Hilfe von Methoden der 
Vektorrechnung bzw. der linearen Algebra auf die zum 
räumlichen Eindruck passenden Stellen des Bildschirms 
projiziert. 
 
 
 

 
 
 
 

 

 

 

 
 
 
 
Flugsicherung 
 
Die Berechnung von Flugrouten und Abständen 
bei Flugbewegungen, gegebenenfalls zusätzlich 
unter der Einbeziehung der Windrichtung, wird 
mit Hilfe der linearen Algebra bzw. der 
Vektorrechnung ermöglicht. 
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Kapitel1:LineareGleichungssysteme2.Ordnung


Allgemeines


DerUmgangmitlinearenGleichungssystemen(LGS)gehörtzudengrundlegendenArbeitstechnikender
linearenAlgebra.NebenvielseitigerVerwendungbeiAnwendungsproblemenkennenSielineare
GleichungssystemebereitsausSchnittpunktberechnungenbeiGeraden,aberauchaus
RekonstruktionsaufgabenvonganzrationalenFunktionen.IndiesemKapitelwerdenlineare
GleichungssystemezunächstanhandvonSchnittpunktproblemenbeiGeradeninderEbenebehandelt,
umdieBedeutungvonLösungenmöglichstanschaulichdarzustellen.ImweiterenVerlaufdesKurses
werdenSiefeststellen,dassdieLösungenvonlinearenGleichungssystemenauchnochandere,aufden
jeweiligenKontextderAufgabenstellungbezogene,Bedeutungenhabenkönnen.


Aufgabe1.1

BekanntesausneuemBlickwinkel:SchnittpunktproblemebeiGeradeninderEbene

VerdeutlichenSiesichanhandderfolgendenBeispieledieSchreibweisenimUmgangmitlinearen
Gleichungssystemen,indemSiedieRechnungenfürdiedreidargestelltenFallbeispielenachvollziehen
undanschließenddieZusammenfassungvervollständigen.

a)Beispiel1:ZweiGeradenschneidensich






Schnittpunktprobleminderbekannten
SchreibweisederAnalysis

SchnittpunktprobleminderSchreibweiseder
linearenAlgebra



DieabgebildetenGeradenwerdenderAnalysis
inFunktionsschreibweisebzw.mitylinksvon
Gleichheitszeichendargestellt.

Geradeg1:y=–4x+2


Geradeg2:y=
2 1

x
3 2





InderlinearenAlgebrakönnenGleichungenfür
GeradeninderEbenewiefolgtvorliegen,wobeije
nachLiteraturxalsx1undyalsx2bezeichnet
werdenkann.FürdieabgebildetenGeradengilt
dann:

Geradeg1: 4x1+x2=2  oder 4x+y=2

Geradeg2:4x1–6x2=–3 oder 4x–6y=–3








UmformenderGeradeII
2 1

y x 4x 6y 3
3 2
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RaumfürNotizen
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Kapitel1:LineareGleichungssysteme2.Ordnung


Allgemeines


DerUmgangmitlinearenGleichungssystemen(LGS)gehörtzudengrundlegendenArbeitstechnikender
linearenAlgebra.NebenvielseitigerVerwendungbeiAnwendungsproblemenkennenSielineare
GleichungssystemebereitsausSchnittpunktberechnungenbeiGeraden,aberauchaus
RekonstruktionsaufgabenvonganzrationalenFunktionen.IndiesemKapitelwerdenlineare
GleichungssystemezunächstanhandvonSchnittpunktproblemenbeiGeradeninderEbenebehandelt,
umdieBedeutungvonLösungenmöglichstanschaulichdarzustellen.ImweiterenVerlaufdesKurses
werdenSiefeststellen,dassdieLösungenvonlinearenGleichungssystemenauchnochandere,aufden
jeweiligenKontextderAufgabenstellungbezogene,Bedeutungenhabenkönnen.


Aufgabe1.1

BekanntesausneuemBlickwinkel:SchnittpunktproblemebeiGeradeninderEbene

VerdeutlichenSiesichanhandderfolgendenBeispieledieSchreibweisenimUmgangmitlinearen
Gleichungssystemen,indemSiedieRechnungenfürdiedreidargestelltenFallbeispielenachvollziehen
undanschließenddieZusammenfassungvervollständigen.

a)Beispiel1:ZweiGeradenschneidensich






Schnittpunktprobleminderbekannten
SchreibweisederAnalysis

SchnittpunktprobleminderSchreibweiseder
linearenAlgebra



DieabgebildetenGeradenwerdenderAnalysis
inFunktionsschreibweisebzw.mitylinksvon
Gleichheitszeichendargestellt.

Geradeg1:y=–4x+2


Geradeg2:y=
2 1

x
3 2

+ 



InderlinearenAlgebrakönnenGleichungenfür
GeradeninderEbenewiefolgtvorliegen,wobeije
nachLiteraturxalsx1undyalsx2bezeichnet
werdenkann.FürdieabgebildetenGeradengilt
dann:

Geradeg1: 4x1+x2=2  oder 4x+y=2

Geradeg2:4x1–6x2=–3 oder 4x–6y=–3








UmformenderGeradeII
2 1

y x 4x 6y 3
3 2

= + ⇔ − = − 
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InderAnalysiswerdenSchnittpunkteinder
RegeldurchGleichsetzenberechnet:

  g1=g2

 –4x+2=
2 1

x
3 2

+ 

14 3
x

3 2
= 

 x=
9

0,32
28

≈ 

EinsetzenvonxineinederbeidenGleichungen

liefert y=
5

0,71
7

≈ 

InderlinearenAlgebralöstmandieGleichungs-
systememeistmitHilfedesAdditionsverfahrens
oderEinsetzungsverfahrens.FürdiesesBeispiel
bietetsichdasAdditionsverfahrenan,indemman
diezweitevondererstenGleichungsubtrahiert:

I 4x y 2 I IIII 4x 6y 3

5
7y 5 y 0,71

7

+ =
−

− = −

= ⇒ = =



EinsetzenvonyineinederbeidenGleichungen
liefertwiebeimGleichsetzungsverfahrender
Analysis:


x=x1=
9

0,32
28

≈  





b)Beispiel2:ZweiGeradensindparallel






SchreibweiseinderAnalysis SchreibweiseinderlinearenAlgebra


DieAbbildungzeigtdiebeidenGeraden:



g1: y=2x+2

g2: y=
1

2x
3

+ 


SchnittpunktdurchGleichsetzenberechnen:

aus:

1
2x 2 2x

3
1

2 Widerspruch
3

+ = +

= ⇒ 


WenndieRechnungeinenWiderspruch
erzeugt,sinddieGeradenparallel.



DiebeidenabgebildetenGeradenkönnenauch
wiefolgtdargestelltwerden.


1

2

g : 2x y 2
g : 6x 3y 1

− + =

− =



MitHilfedesAdditionsverfahrenserhältman
hieranalogzumGleichsetzungsverfahreneinen
Widerspruch:


I 2x y 2 3
II 6x 3y 1
I 6x 3y 6
II 6x 3y 1 I II

0 7

− + = ⋅

− =

− + =

− = +

=



WenndasAdditionsverfahrenzueinem
WiderspruchführtkannmanimKontextder
AufgabenstellungaufparalleleGeraden
schließen.


DerBegriff
Additionsverfahrenwird
auchverwendet,wenn
mandieGleichungen
subtrahiert.
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c)Beispiel3:ZweiGeradensindidentisch






SchreibweiseinderAnalysis SchreibweiseinderlinearenAlgebra


BeizweiidentischenGeradenliegeninder
AnalysisauchidentischeGeradengleichungen
vor:

g1: y=2x+2
g2: y=2x+2

Manerkenntsofort,dassmandurch
GleichsetzendieLösung2=2oder0=0,also
eineallgemeingültigeLösungerhält.D.h.bei
VorliegeneinerLösungindieserFormkann
mandaraufschließen,dassdiebeiden
Geradenidentischsind.DamitistdasLGSfür
unendlichvieleWertevonxundylösbar,da
jederPunktaufderGeradenLösungfürdas
LGSist.



BeizweiidentischenGeradenkönnensichdie
GleichungeninderlinearenAlgebradurchein
Vielfachesunterscheiden:


1

2

g : 2x y 2
g : 4x 2y 4 


MitHilfedesAdditionsverfahrenserhältman,
wielinksnebenan,denallgemeingültigen
Ausdruck0=0unddiegleicheInterpretation
fürdasErgebnis.






ZusammenfassungAnzahlderLösungenbeiGleichungssystemenmit2Gleichungenund
2Variablen:

BeiGleichungssystemenmit2Gleichungenund2Variablenkannes

1. genau____________LösungfürjedederbeidenVariablengeben,

2. __________Lösunggeben,dabeiderRechnungeinWiderspruchentsteht,und

3. __________________vieleLösungengeben.
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c)Beispiel3:ZweiGeradensindidentisch






SchreibweiseinderAnalysis SchreibweiseinderlinearenAlgebra


BeizweiidentischenGeradenliegeninder
AnalysisauchidentischeGeradengleichungen
vor:

g1: y=2x+2
g2: y=2x+2

Manerkenntsofort,dassmandurch
GleichsetzendieLösung2=2oder0=0,also
eineallgemeingültigeLösungerhält.D.h.bei
VorliegeneinerLösungindieserFormkann
mandaraufschließen,dassdiebeiden
Geradenidentischsind.DamitistdasLGSfür
unendlichvieleWertevonxundylösbar,da
jederPunktaufderGeradenLösungfürdas
LGSist.



BeizweiidentischenGeradenkönnensichdie
GleichungeninderlinearenAlgebradurchein
Vielfachesunterscheiden:


1

2

g : 2x y 2
g : 4x 2y 4

− + =

− = −



MitHilfedesAdditionsverfahrenserhältman,
wielinksnebenan,denallgemeingültigen
Ausdruck0=0unddiegleicheInterpretation
fürdasErgebnis.






ZusammenfassungAnzahlderLösungenbeiGleichungssystemenmit2Gleichungenund
2Variablen:

BeiGleichungssystemenmit2Gleichungenund2Variablenkannes

1. genau____________LösungfürjedederbeidenVariablengeben,

2. __________Lösunggeben,dabeiderRechnungeinWiderspruchentsteht,und

3. __________________vieleLösungengeben.
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Aufgabe1.2

AllgemeineBetrachtungenzulinearenGleichungssystemenmitzweiVariablenundmehralszwei
Gleichungen

DieLösungsansätzevielerAufgabeninderlinearenAlgebraführenauflineareGleichungssystememit
zweiVariablenabermehralszweiGleichungen.ManbezeichnetsolcheGleichungssystemeauchals
überbestimmtelineareGleichungssysteme.VeranschaulichenSiesichanhandderfolgendenBeispiele,
wiedieLösungschrittweiseberechnetwirdundwasdabeibeachtetwerdenmuss.ÜbertragenSieIhre
ÜberlegungenjeweilsaufdieAufgabenstellungeninfolgendenÜbungsaufgaben:


Beispiel1:ÜberbestimmtesLGSmiteindeutigerLösung



















II+III

I 2x 3y 4
II x y 1
III x y 3
IV 2x 2

x 1

− =

− =

+ = −

= −

= −









xinIIIeinsetzen: 1 y 3
y 2

− + = −

= −



xundyinIeinsetzen: 2( 1) 3( 2) 4

2 6 4
4 4

− − − =

− + =

=




Lösung:(–1/–2) 

GeometrischeDeutungder
Lösung:







DreiGeradenschneiden
sichimPunktS(–1/–2).






Schritt6:
BeideLösungenmüssenin
dienichtverwendete
Gleichungeingesetztwerden.
IstdieGleichungerfüllt,gibt
eseineLösungfürdasLGS.

Schritt1:
Diegegebenen
Gleichungenmit
denrömischen
ZiffernI,IIundIII
kennzeichnenund
sonotieren,dass
gleicheVariablen
untereinander
stehen.

Schritt2:
ZumLöseneinesLGSmitzweiVariablen
benötigtmannurzweiGleichungen.Daher
lässtmanfürdieErmittlungvonxundy
einederGleichungenzunächstvöllig
außerAcht.Manwähltamgünstigsten
eineGleichungmitZahlenwertenaus,die
keinenumfangreichenRechenaufwand
erwartenlässt.HierwirddieGleichungI
zunächstweggelassen.

Schritt5:
DiezweiteVariable
mussmiteinerder
beidenGleichungen,
diefürdieAddition
verwendetwurde,
berechnetwerden.
Mankönnteauch
GleichungIInehmen.

Schritt3:
Rechtsnebenden
Gleichungenangeben,
welcheGleichungen
addiertodersubtrahiert
werden.

Schritt4:
Additionsverfahrenmit
denzweiausge-
wähltenGleichungen.
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Beispiel2:ÜberbestimmtelineareGleichungssystemeohneLösung

OftmalshängendienotwendigenSchrittebeiderLösungvonGleichungssystemendavonab,welche
GleichungenfürdasAdditionsverfahrenverwendetwerdenundwelcheGleichungmanzunächst
weglässt.DiessolldurchdieLösungswege1und2fürdiefolgendenbeidenlinearenGleichungssysteme
verdeutlichtwerden.DieeinzelnenLösungsschritteerfolgenanalogzumBeispiel1.


Lösungsweg1:


Izunächstweglassen

II+III

I 2x 4y 6
II x 2y 3
III 3x 2y 1
IV 4x 4

x 1




xinIIeinsetzen: 1 2y 3
2y 2

y 1



xundyinIeinsetzen: 2 1 4( 1) 6

2 4 6
6 6 Widerspruch⇒ 


Lösung: keine







Lösungsweg2:



I+2II
IIIzunächstweglassen




I 2x 4y 6
II x 2y 3
III 3x 2y 1
IV 0 12


⇒Widerspruch

 


GeometrischeDeutungder
Lösung:












Esgibtkeinengemein-
samenSchnittpunkt,da
zweiGeradenparallel
verlaufen.






BeieinemüberbestimmtenLGS
müssendiemitzweiGleichungen
ermitteltenLösungenimmerinder
nichtverwendetenGleichung
getestetwerden.(Vgl.Schritt5bei
Beispiel1)BeieinemWiderspruch
istdasgesamteLGSnichtlösbar.

JenachWahlder
Gleichungenkann
derWiderspruch
auchsofortauftreten.
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Beispiel2:ÜberbestimmtelineareGleichungssystemeohneLösung

OftmalshängendienotwendigenSchrittebeiderLösungvonGleichungssystemendavonab,welche
GleichungenfürdasAdditionsverfahrenverwendetwerdenundwelcheGleichungmanzunächst
weglässt.DiessolldurchdieLösungswege1und2fürdiefolgendenbeidenlinearenGleichungssysteme
verdeutlichtwerden.DieeinzelnenLösungsschritteerfolgenanalogzumBeispiel1.


Lösungsweg1:


Izunächstweglassen

II+III

I 2x 4y 6
II x 2y 3
III 3x 2y 1
IV 4x 4

x 1

− + =

− =

+ =

=

=




xinIIeinsetzen: 1 2y 3
2y 2

y 1

− =

− =

= −




xundyinIeinsetzen: 2 1 4( 1) 6

2 4 6
6 6 Widerspruch

− ⋅ + − =

− − =

− = ⇒ 


Lösung: keine







Lösungsweg2:



I+2II
IIIzunächstweglassen




I 2x 4y 6
II x 2y 3
III 3x 2y 1
IV 0 12

− + =

− =

+ =

=


⇒Widerspruch

 


GeometrischeDeutungder
Lösung:












Esgibtkeinengemein-
samenSchnittpunkt,da
zweiGeradenparallel
verlaufen.






BeieinemüberbestimmtenLGS
müssendiemitzweiGleichungen
ermitteltenLösungenimmerinder
nichtverwendetenGleichung
getestetwerden.(Vgl.Schritt5bei
Beispiel1)BeieinemWiderspruch
istdasgesamteLGSnichtlösbar.

JenachWahlder
Gleichungenkann
derWiderspruch
auchsofortauftreten.
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Beispiel3:ÜberbestimmteLGSmitunendlichvielenLösungen






3II–IIIoderI+2IIoder3I+2III

I 2x 4y 6
II x 2y 3
III 3x 6y 9
IV 0 0

− + = −

− =

− =

=







DaalledreiGleichungenidentischsind,stehtmanvordemProblem,nureineGleichungfürdie
Bestimmungvonxundyzuhaben.WieSiesicherlichbereitswissen,benötigtmanfürdie
BestimmungvonzweiVariablenauchzweiGleichungen.DiefolgendenÜberlegungenzeigen,wie
manvorgehenkann,umdiesesProblemzulösen:




ErmittlungeinerallgemeingültigenLösung:

yfreiwählen: y=r


yinIIeinsetzen x 2r 3

x 3 2r
− =

= +



Lösung: (3+2r/r)





AlternativeLösung: 

xfreiwählen: x=r


xinIIeinsetzen:

31
2 2

r 2y 3
2y 3 r

y r

− =

− = −

= −




Lösung: (r/ 31

2 2r − )







GeometrischeBedeutungderparametrisiertenLösung:

FasstmanjedederdreiGleichungendesLGSalsGeradengleichungauf,sohandeltessichumdie
gleichenGeraden,daalledreiGleichungenidentischsind.FormtmanjedederGleichungenindie
ausderAnalysisbekannteDarstellungumerhältmanfüralledreiGleichung: 31

2 2y x= − .Ein

VergleichmitderparametrisiertenLösungbeialternativerLösungmitderWahlvonx=rzeigt,dass
sichfürdieLösungbeiydergleicheAusdruckwiefürdieGeradeergibt.Darauswirdersichtlich,dass
eineparametrisierteLösungeineGeradebeschreibenkann.



JedederAdditionenbzw.
Subtraktionenführtzum
Ergebnis0=0,daalledrei
Gleichungenidentischsind.

Info1:
DaesunendlichvieleLösungengeben
kann,wähltmanalsLösungfüryeine
beliebigeZahlinFormeinesParameters
r IR∈ .

Info2:
ManbezeichnetdieseLösungauchals
parametrisierteLösung,dasievom
Parameterrabhängt.Parametrisierte
LösungenhängenvonderWahldes
Paramtersabundkönnendamit
unterschiedlichsein.
Wähltman,wieinderalternativenLösungfür
x=r,ergibtsichalsLösungfüry:y= 31

2 2r − 
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Beispiel4


ImfolgendenBeispielentstehtdurchAdditionvonZeileIundIIeinAusdruckderForm0=0.Begründen
SieanhandderAbbildungunddurchVervollständigungdesTextes,warumeshiertrotzdemeine
eindeutigeLösunggibt,diealsSchnittpunktvondreiGeradeninterpretiertwerdenkann.



I+2II

IIIzunächstweglassen

I 2x 4y 6
II x 2y 3
III 3x 2y 1
IV 0 0










GleichungIundGleichungIIrepräsentierendie_____________Gerade.

DiebeidenGeradensindalso_________________undliegenüber-

einander.DiebeidenGeradenhabendahergenaueinen______________

___________mitderGeraden,diedurchGleichungIIIrepräsentiertwird.

DieserSchnittpunktistdie____________________desLGS.





Izunächstweglassen

II+III




I 2x 4y 6
II x 2y 3
III 3x 2y 1

4x 2
1

x
2





EinsetzeninIIliefert
5

y
4

.Damitist(–0,5/1,25)dieLösungdesLGS.




Übungen:

PrüfenSie,obdiegegebenenlinearenGleichungssystemeeineeindeutigeodereineparametrisierte
Lösungbesitzen.BestimmenSiegegebenenfallsdieseLösungundordnenSiedieLösungenden
Abbildungenzu.AchtenSiebeiderRechnung,sowieindenBeispielendargestellt,aufeine
DokumentationdesLösungswegs.

a) 2x y 2

3x y 1
x 2y 9




(Lösung:(1/4))

b) x 2y 8
x 3y 6
2x y 4




(Lösung:keine)

c) 6x 3y 6
4y 8 8x

7x 14y 63



(Lösung:(1/4))

d) 4x 2y 8
2x 4 y
3y 12 6x




(Lösung:(r/4-2r))

   
Abbildung1 Abbildung2 Abbildung3 Abbildung4

   

RaumfürRechnungenaufderfolgendenSeite.

BeieinemüberbestimmtenLGS
bedeuteteine0=0Zeilenicht,dass
esunendlichvieleLösungengibt,da
auchdieweggelassenGleichungen
nochberücksichtigtwerdenmüssen.

WennbeieinemüberbestimmtenLGS
eine0=0Zeileentsteht,mussmandas
Lösungsverfahrenmitanderen
Gleichungenneubeginnen.
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Beispiel4


ImfolgendenBeispielentstehtdurchAdditionvonZeileIundIIeinAusdruckderForm0=0.Begründen
SieanhandderAbbildungunddurchVervollständigungdesTextes,warumeshiertrotzdemeine
eindeutigeLösunggibt,diealsSchnittpunktvondreiGeradeninterpretiertwerdenkann.



I+2II

IIIzunächstweglassen

I 2x 4y 6
II x 2y 3
III 3x 2y 1
IV 0 0

− + =

− = −

+ =

=










GleichungIundGleichungIIrepräsentierendie_____________Gerade.

DiebeidenGeradensindalso_________________undliegenüber-

einander.DiebeidenGeradenhabendahergenaueinen______________

___________mitderGeraden,diedurchGleichungIIIrepräsentiertwird.

DieserSchnittpunktistdie____________________desLGS.





Izunächstweglassen

II+III




I 2x 4y 6
II x 2y 3
III 3x 2y 1

4x 2
1

x
2

− + =

− = −

+ =

= −

= −





EinsetzeninIIliefert
5

y
4

= .Damitist(–0,5/1,25)dieLösungdesLGS.




Übungen:

PrüfenSie,obdiegegebenenlinearenGleichungssystemeeineeindeutigeodereineparametrisierte
Lösungbesitzen.BestimmenSiegegebenenfallsdieseLösungundordnenSiedieLösungenden
Abbildungenzu.AchtenSiebeiderRechnung,sowieindenBeispielendargestellt,aufeine
DokumentationdesLösungswegs.

a) 2x y 2

3x y 1
x 2y 9

− = −

− = −

+ =




(Lösung:(1/4))

b) x 2y 8
x 3y 6
2x y 4

+ =

− + =

+ =




(Lösung:keine)

c) 6x 3y 6
4y 8 8x

7x 14y 63

− = −

= −

+ =




(Lösung:(1/4))

d) 4x 2y 8
2x 4 y
3y 12 6x

+ =

= −

= −




(Lösung:(r/4-2r))

   
Abbildung1 Abbildung2 Abbildung3 Abbildung4

   

RaumfürRechnungenaufderfolgendenSeite.

BeieinemüberbestimmtenLGS
bedeuteteine0=0Zeilenicht,dass
esunendlichvieleLösungengibt,da
auchdieweggelassenGleichungen
nochberücksichtigtwerdenmüssen.

WennbeieinemüberbestimmtenLGS
eine0=0Zeileentsteht,mussmandas
Lösungsverfahrenmitanderen
Gleichungenneubeginnen.
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Kapitel2:LineareGleichungssystememitdreiVariablen

ErweitertmandieBetrachtungenderEbeneaufdendreidimensionalenRaum,sokommtzuden
RichtungenxundyeinesKoordinatensystemsinderEbenediedritteRichtungzfürdenRaumhinzu.
DamitentstehenbeiAufgabenstellungenderlinearenAlgebraGleichungssysteme,diedreiVariablen
enthaltenkönnen.ImFolgendenwerdendiefürlineareGleichungssystememitzweiVariablenerfolgten
UntersuchungenaufdieBetrachtungvonlinearenGleichungssystemenmitdreiVariablenerweitert.

UmdieLösungsverfahren,wiebeidenGeradenderEbene,möglichstanschaulichzudeuten,sollendie
beiderLösungeinesLGSerhaltenenErgebnissegeometrischgedeutetwerden.GleichungenderForm
ax+by+cz=doderax+by=coderax+bz=ckönnenalsEbenenimRaumaufgefasstwerden.
Damitkannmanhier,entsprechendzuGeradeninderEbene,dasLösenvonlinearenGleichungs-
systemenalsSchnittpunktproblemevonEbenenimRaumbetrachten.


Aufgabe2.1


WieinderEbenekönnenauchimRaumbeiderLösungeinesLGSdieMöglichkeitenkeineLösung,
genaueineLösungundeineparametrisierteLösungauftreten.ManmussallerdingsdieInterpretation
derLösungaufdieLagevonEbenenimRaumübertragen. KeineLösungbedeutet,dassdiebetrachtetenEbenenkeinengemeinsamenPunkthaben. EineeindeutigeLösungbedeutet,dasssichdiebetrachtetenEbenengenauineinemPunkt

schneiden. EineparametrisierteLösungbedeutet,dassesunendlichvieleLösungengibt,diealsgemeinsame
SchnittgeradeallerbetrachtetenEbenenaufgefasstwerdenkönnen.

OrdenSiezurVeranschaulichungderdreiLösungsmöglichkeitenvonlinearenGleichungssystemenim
RaumdenAbbildungendieLösungsziffern,undzu.





 
Abb.2.1.1




 
Abb.2.1.2







Abb.2.1.3




    








Abb.2.1.4







Abb.2.1.5








Abb.2.1.6




Aufgabe2.2


GleichungssystememitdreiGleichungen,dreiVariablenundgenaueinerLösung


BeiderBestimmungderLösunglinearerGleichungssystemehöhererOrdnungsolltemansystematisch
vorgehen.EineMöglichkeithierzustelltdasAdditionsverfahrennachGauß,dassogenannteGauß-
Verfahrendar.

VerdeutlichenSiesichanhanddesfolgendenBeispielsdiehierverwendetevereinfachendeAbwandlung
desVerfahrens,undlösenSieanschließendanalogdazudieÜbungsaufgaben.
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Kapitel2:LineareGleichungssystememitdreiVariablen

ErweitertmandieBetrachtungenderEbeneaufdendreidimensionalenRaum,sokommtzuden
RichtungenxundyeinesKoordinatensystemsinderEbenediedritteRichtungzfürdenRaumhinzu.
DamitentstehenbeiAufgabenstellungenderlinearenAlgebraGleichungssysteme,diedreiVariablen
enthaltenkönnen.ImFolgendenwerdendiefürlineareGleichungssystememitzweiVariablenerfolgten
UntersuchungenaufdieBetrachtungvonlinearenGleichungssystemenmitdreiVariablenerweitert.

UmdieLösungsverfahren,wiebeidenGeradenderEbene,möglichstanschaulichzudeuten,sollendie
beiderLösungeinesLGSerhaltenenErgebnissegeometrischgedeutetwerden.GleichungenderForm
ax+by+cz=doderax+by=coderax+bz=ckönnenalsEbenenimRaumaufgefasstwerden.
Damitkannmanhier,entsprechendzuGeradeninderEbene,dasLösenvonlinearenGleichungs-
systemenalsSchnittpunktproblemevonEbenenimRaumbetrachten.


Aufgabe2.1


WieinderEbenekönnenauchimRaumbeiderLösungeinesLGSdieMöglichkeitenkeineLösung,
genaueineLösungundeineparametrisierteLösungauftreten.ManmussallerdingsdieInterpretation
derLösungaufdieLagevonEbenenimRaumübertragen. KeineLösungbedeutet,dassdiebetrachtetenEbenenkeinengemeinsamenPunkthaben. EineeindeutigeLösungbedeutet,dasssichdiebetrachtetenEbenengenauineinemPunkt

schneiden. EineparametrisierteLösungbedeutet,dassesunendlichvieleLösungengibt,diealsgemeinsame
SchnittgeradeallerbetrachtetenEbenenaufgefasstwerdenkönnen.

OrdenSiezurVeranschaulichungderdreiLösungsmöglichkeitenvonlinearenGleichungssystemenim
RaumdenAbbildungendieLösungsziffern,undzu.





 
Abb.2.1.1




 
Abb.2.1.2







Abb.2.1.3




    








Abb.2.1.4







Abb.2.1.5








Abb.2.1.6




Aufgabe2.2


GleichungssystememitdreiGleichungen,dreiVariablenundgenaueinerLösung


BeiderBestimmungderLösunglinearerGleichungssystemehöhererOrdnungsolltemansystematisch
vorgehen.EineMöglichkeithierzustelltdasAdditionsverfahrennachGauß,dassogenannteGauß-
Verfahrendar.

VerdeutlichenSiesichanhanddesfolgendenBeispielsdiehierverwendetevereinfachendeAbwandlung
desVerfahrens,undlösenSieanschließendanalogdazudieÜbungsaufgaben.
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b) 5x 3y z 19
2x 3y z 4

x 2z 1

Zur Kontrolle :
(3 / 1/1)







LineareGleichungssystemeohneAdditionsverfahrenlösen

KommenineinemLGSinjederZeilenichtalleVariablenvor,sokannmandieLösungoftauchohne
Additionsverfahrenermitteln.

GegebenistdasfolgendeLGS






I 3x 5y 2z 1
II 3y 6
III 2x y 0







AusIIfolgt: y 2 


yeinsetzeninIII: 2x 2 0
2x 2

x 1



yundxeinsetzeninI: 3 ( 1) 5 2 2z 1

3 10 2z 1
2z 12

z 6




Lösung: (–1/2/–6)



Zeile2liefertschon
dasErgebnisfüry.

 

Beispiel: 
 

2x y 3z 3
x y z 4

3x 2y 2z 5

+ + = −

− − =

− + =

 

 
Lineare Gleichungssystem mit dem Additionsverfahren lösen: 
 
 
 
 
 
 
 
 

I 2x y 3z 3
II x y z 4
III 3x 2y 2z 5

+ + = −

− − =

− + =

 
  

  I – 2II 
3I – 2III 

   

IV 3y 5z 11
V 7y 5z 19

+ = −

+ = −
 

  
IV – V 

VI 4y 8
y 2

− =

= −
 

  

 

y in IV einsetzen 

 

3 ( 2) 5z 11
6 5z 11

5z 5
z 1

⋅ − + = −

− + = −

= −

= −

 

 

z und y in I einsetzen 
2x 2 3 ( 1) 3

2x 2 3 3
2x 2

x 1

− + ⋅ − = −

− − = −

=

=

 

 

 

Lösung: (1/–2/–1)  
 
 
Übungen: 
 
Ü2.1 Lösen Sie die folgenden linearen Gleichungssysteme: 
 

a)  x 3y 2z 1
3x 2y 3z 0
2x 2y 5z 12

Zur Kontrolle
(4 / 3 / 2)

− + = −

− + + =

− + =
 

 
 

Schritt 1: 
Die Gleichungen 
fortlaufend 
durchnummerieren 

Schritt 2: 
Gleichung I mit den Gleichungen II und III 
so addieren oder subtrahieren, dass die 
Variable x entfällt.  

Schritt 3: 
Mit den Gleichungen IV und V wie 
bei einem LGS mit zwei Variablen 
weiterrechnen und damit eine der 
beiden verbleibenden Variablen 
eliminieren. 

Schritt 4: 
Das Ergebnis, je nach Rechen-
aufwand in die Gleichung IV 
oder V einsetzen und die 
nächste Variable berechnen. 

Schritt 5: 
Beide Ergebnisse in die 
erste Gleichung einsetzen 
und die Variable x 
berechnen. 

Es existiert eine eindeutige 
Lösung. Die Lagebeziehung 
der Ebenen entspricht damit 
der Abb. 2.1.1 
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b) 5x 3y z 19
2x 3y z 4

x 2z 1

Zur Kontrolle :
(3 / 1/1)

− + =

+ + =

− =

−







LineareGleichungssystemeohneAdditionsverfahrenlösen

KommenineinemLGSinjederZeilenichtalleVariablenvor,sokannmandieLösungoftauchohne
Additionsverfahrenermitteln.

GegebenistdasfolgendeLGS






I 3x 5y 2z 1
II 3y 6
III 2x y 0

− − = −

=

+ =







AusIIfolgt: y 2= 


yeinsetzeninIII: 2x 2 0
2x 2

x 1

+ =

= −

= −




yundxeinsetzeninI: 3 ( 1) 5 2 2z 1

3 10 2z 1
2z 12

z 6

⋅ − − ⋅ − = −

− − − = −

− =

= −




Lösung: (–1/2/–6)



Zeile2liefertschon
dasErgebnisfüry.
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Aufgabe2.4

GleichungssystememitdreiVariablenundunendlichvielenLösungen

Abbildung2.1.5zeigtdreiEbenen,diealsgemeinsamePunkteeineSchnittgeradehaben.Dasbedeutet,
dassesunendlichvielePunktegibt,diegleichzeitigzuallendreiEbenengehören.Interpretiertmanjede
derdreiGleichungeneineslinearenGleichungssystemalsEbenengleichung,danngibtesunendlich
vieleWerte,diediesesLGSlösen,nämlichallePunkte,dieaufderSchnittgeradenliegen.Entsprechend
zurAufgabe1.2Beispiel3erhältmaneineparametrisierteLösung.

BearbeitenSiedasBeispiel,indemSiediefehlendenRechenschritteergänzen.


I x 2y 2z 1
II 2x z 3
III 3x 2y 3z 4


 

2I–II
3I–III

 




IV ______ =___

V ______ =___


 

IV–V

  
 0=0  


zfreiwählen:  z=4r

zinIVeinsetzen:


4y 12r 1

4y 1 12r
1

y 3r
4








zundyinIeinsetzen:
1

x 2( 3r) 2 4r 1
4

___________________ __

x __ r









möglicheLösung:

1 1
2r / 3r / 4r

2 4
    















DaGleichungIVundVidentischsind,
alsofürdieBestimmungderVariablen
yundznureineGleichungbleibt,gibt
esunendlichvieleLösungen,undman
kannwiebeidenlinearen
Gleichungssystemenmitzwei
Variablenbeispielsweisezfreiwählen.
Wennmanz=4rwählt,entstehen
wenigBrüche.

BeachtenSie,dasseineparametrisierte
LösungvonderWahldesParametersrbzw.
vomVielfachenvonrabhängtundsichhier
unterschiedlicheLösungenergebenkönnen.

InKapitel14werdensielernen,
wiemanausdieserLösungeine
Geradengleichungerzeugt.
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Ü2.2 LösenSiedasfolgendeLGSohneAnwendungdesAdditionsverfahrens


2x 3z 3
4x 6

2x 3y 2z 2

Zur Kontrolle :
3 1

/ / 0
2 3

+ =

=

+ − =

 
−  








Aufgabe2.3

GleichungssystememitdreiGleichungen,dreiVariablenundkeinerLösung

GenauwiebeilinearenGleichungssystemenmitzweiVariablenkannesbeiderLösungeineslinearen
GleichungssystemsmitdreiVariablenzuWidersprüchenkommen.DasLGSistdannnichtlösbar.

ZeigenSiedurchErgänzenderfolgendenRechnung,dasseinWiderspruchentstehtunddasLGSnicht
lösbarist.



I x 2y z 1
II x y 1
III y z 1

+ − =

+ =

− =


 

I–II
wirdübernommen

  
IV __ __ __

III y z 1

=

− =


 


IV–III

  
 ___ =___  ⇒ Widerspruch,keineLösung





EsexistiertkeineLösung.Die
LagebeziehungderEbenenkönnte
damitderAbb.2.1.3oder2.1.4oder
2.1.6entsprechen.
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Aufgabe2.4

GleichungssystememitdreiVariablenundunendlichvielenLösungen

Abbildung2.1.5zeigtdreiEbenen,diealsgemeinsamePunkteeineSchnittgeradehaben.Dasbedeutet,
dassesunendlichvielePunktegibt,diegleichzeitigzuallendreiEbenengehören.Interpretiertmanjede
derdreiGleichungeneineslinearenGleichungssystemalsEbenengleichung,danngibtesunendlich
vieleWerte,diediesesLGSlösen,nämlichallePunkte,dieaufderSchnittgeradenliegen.Entsprechend
zurAufgabe1.2Beispiel3erhältmaneineparametrisierteLösung.

BearbeitenSiedasBeispiel,indemSiediefehlendenRechenschritteergänzen.


I x 2y 2z 1
II 2x z 3
III 3x 2y 3z 4

+ + =

+ =

+ + =


 

2I–II
3I–III

 




IV ______ =___

V ______ =___


 

IV–V

  
 0=0  


zfreiwählen:  z=4r

zinIVeinsetzen:


4y 12r 1

4y 1 12r
1

y 3r
4

+ = −

= − −

= − −








zundyinIeinsetzen:
1

x 2( 3r) 2 4r 1
4

___________________ __

x __ r

+ − − + ⋅ = −

=

= − −









möglicheLösung:

1 1
2r / 3r / 4r

2 4
 

− − − −   














DaGleichungIVundVidentischsind,
alsofürdieBestimmungderVariablen
yundznureineGleichungbleibt,gibt
esunendlichvieleLösungen,undman
kannwiebeidenlinearen
Gleichungssystemenmitzwei
Variablenbeispielsweisezfreiwählen.
Wennmanz=4rwählt,entstehen
wenigBrüche.

BeachtenSie,dasseineparametrisierte
LösungvonderWahldesParametersrbzw.
vomVielfachenvonrabhängtundsichhier
unterschiedlicheLösungenergebenkönnen.

InKapitel14werdensielernen,
wiemanausdieserLösungeine
Geradengleichungerzeugt.
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Aufgabe2.5

UnterbestimmtelineareGleichungssystememit3Variablen

WährendbeidenspäterenAufgabenstellungenüberbestimmtelineareGleichungssystememitdrei
VariablenpraktischkeineBedeutunghaben,werdenjedochhäufigerunterbestimmtelineare
Gleichungssystemeauftreten.DassindlineareGleichungssysteme,beidenenwenigerGleichungenals
Variablenvorhandensind.DadasBeispielvonAufgabe2.4.strenggenommenzudieserSortevon
linearenGleichungssystemenzählt,istdasLösungsverfahrenvergleichbar.

BearbeitenSiedasBeispiel,indemSiediefehlendenRechenschritteergänzen.

Beispiel:


I x 2y z 3
II 2x y z 1

+ + =

+ + =
  

2I–II
  

___ ___ ___

z 5 3y

+ =

= −





 






mit y=r


ergibtsichfürz: z=5–3r


einsetzeninI: x 2 __ _______ ___

x __________

+ + =

=




Lösung: (r–2/r/5–3r)



BegründenSie,warumdiegeometrischeDeutungdieserAufgabederAbbildungAbb.2.1.2entspricht,
underläuternSie,wiemandieLösunganschaulichinterpretierenkann.

 

 

 

 










ErgänzendeÜbungen: 

 


WennnurnocheineGleichungfürzweiVariablen
vorhandenist,kanneineVariable(hieristes
günstigrfüryzuwählen)freigewähltwerden.

,

,

,

v

                                                        Oberstudienräin Ursula Pirkl

Kapitel 3 

Koordinatensysteme
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Koordinatensysteme

Kapitel 3: Koordinatensysteme 
 
1. Koordinaten in der Ebene 

Die Darstellung von Punkten in der Ebene ist 
Ihnen hinlänglich bekannt. Alle Punkte liegen in 
der Papierebene, und man kann bei gegebenen 
Koordinaten einen Punkt p(x/y) im 
Koordinatensystem eintragen und die 
Koordinaten eines markierten Punktes, hier 
A(2/3), direkt ablesen. 
 
Die x-Achse kann auch mit x1-Achse und die  
y-Achse auch mit x2-Achse bezeichnet werden. 
 

 
 
 
2. Koordinaten im Raum 

 
Für die Darstellung von Objekten im Raum trifft 
man in der Regel die folgende Vereinbarung: 
 
Die Achsen für die y- bzw. x2-Koordinate und die 
z- bzw. x3-Koordinate liegen in der Papierebene. 
 
Die x- bzw. x1-Achse wird als Diagonale 
gezeichnet und zeigt senkrecht aus der 
Papierebene nach vorne heraus, wobei die 
Abstände der Skala verkürzt gezeichnet werden. 
Diese Form der Darstellung wird auch als 
Kavalierperspektive bezeichnet. 
 
Hier: Abstand y- und z-Achse zwei Kästchen 
  Abstand x-Achse ein Kästchen diagonal 
 
Die Punkte liegen nun nicht mehr alle in der 
Papierebene, und man kann aus der Position 
eines Punktes auf dem Papier die Koordinaten 
des Punkts ohne Hilfslinien nicht mehr 
bestimmen.  
 
Das Eintragen bzw. Ablesen von Punkt P(2/3/5) 
erfolgt mit Hilfe der gestrichelten Hilfslinie: 
vom Ursprung ausgehend 2 Einheiten nach 
vorne entlang der x-Achse, 3 Einheiten nach 
rechts parallel zur y-Achse, 5 Einheiten nach 
oben parallel zur z-Achse. 
 
Für Punkt Q kann man keine eindeutige Aussage 
zu den Koordinaten machen, da keine Hilfslinien 
vorhanden sind. 
 
Hinweis: 
Je nach Wahl der Skalierung können räumliche 
Objekte verzerrt erscheinen. Beispielsweise kann 
ein Würfel wie ein Quader aussehen. 
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Übungen 

Ü3.1 Koordinatenablesenundeintragen.


x

y

z

1

5

4321

2

3

1
2

3
4

4

-1
-2

-3

-1-2-3

-1

-2

-3

E

5

5

A B

CD

G

F

H I

J

K

L

M

N




a)BestimmenSiedieEckpunktedesQuaders.


A (___/___/___) B (___/___/___) C (___/___/___) D (___/___/___)

E (___/___/___) F (___/___/___) G (___/___/___) H (___/___/___)


b) BestimmenSie,soweitesmöglichist,dieKoordinatendereingezeichnetenPunkte.

I (___/___/___) J (___/___/___)K (___/___/___) L (___/___/___)

M(___/___/___) N (___/___/___)



c) TragenSiediefolgendenPunkteein.VerwendenSie,wennnotwendig,Hilfslinien:

P(1/0/0) Q(4/-1/3) R(3/4,5/–2) S(–1/1/3)








ErgänzendeÜbungen: 
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InderfolgendenAbbildungsindVektoreninderEbenedargestellt.ErarbeitenSiesichdie
Zusammenhänge,indemSiediegegebenenInformationendurcharbeitenbzw.fehlendeAngaben
ergänzen.

x8642

y

2

4

6

8

A

B

C

D

E

F

u


AB


EF


10

10

P

Q

CD




GegebensinddiePunkte:

A(1/1),B(4/6),C(–1/3),D(2/8),E(7/4),F(4/–1)

P(___/___),Q(___/___)








DerPfeilvonAnachBwirdalsVektor AB


bezeichnet.

DerPfeilvonCnachDwirdalsVektor____bezeichnet.

DerPfeilvonEnachFwirdalsVektor____bezeichnet.

DerPfeilvonPnachQwirdalsVektor____bezeichnet.




VektorengebendieVerschiebungeinesPunktesaneineandereStelleimKoordinatensysteman.Diese

VerschiebungwirdmitHilfederSpaltenschreibweise
x

y
    angegeben:

3
AB

5
   




__
CD

__
   




___
EF

___
   




6
u

2
   










:
 DieVektoren AB


und CD


bewirkendiegleicheVerschiebung.Siegehörendaherzurgleichen

.
 DieVektoren AB


bzw. CD


undderVektorEF


sindgleichlang,aberentgegengerichtet.Man

bezeichnetsolcheVektorenals .

VektorenwerdendurcheinenPfeil
überdenBuchstaben,derimmer

vonlinksnachrechtszeigt,
gekennzeichnet.WiebeiStrecken

verwendetmanentwederdie
großenBuchstabenvonAnfangs-
undEndpunktodereinenkleinen

Buchstaben.

Verschiebungum
3inx-Richtung
5iny-Richtung

Verschiebungum
–3inx-Richtung
–5iny-Richtung

Verschiebungum
____inx-Richtung

____iny-Richtung

                                                        Oberstudienräin Ursula Pirkl
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Kapitel 4: Grundlegendes zu Vektoren 

Vektoren in der Ebene 

Aufgabe 4.1 
InderfolgendenAbbildungsindVektoreninderEbenedargestellt.ErarbeitenSiesichdie
Zusammenhänge,indemSiediegegebenenInformationendurcharbeitenbzw.fehlendeAngaben
ergänzen.
 

x8642

y

2

4

6

8

A

B

C

D

E

F

u


AB


EF


10

10

P

Q

CD




GegebensinddiePunkte:

A(1/1),B(4/6),C(–1/3),D(2/8),E(7/4),F(4/–1)

P(___/___),Q(___/___)








Kennzeichnen von Vektoren: 
DerPfeilvonAnachBwirdalsVektor AB


bezeichnet.


DerPfeilvonCnachDwirdalsVektor____bezeichnet.

DerPfeilvonEnachFwirdalsVektor____bezeichnet.

DerPfeilvonPnachQwirdalsVektor____bezeichnet.


Spaltenschreibweise für Vektoren: 

VektorengebendieVerschiebungeinesPunktesaneineandereStelleimKoordinatensysteman.Diese

VerschiebungwirdmitHilfederSpaltenschreibweise
x

y
    angegeben:

3
AB

5
 

=   



__

CD
__
 

=   



___

EF
___
 

=   



6

u
2

 
=  

− 









Fachbegriffe:
• DieVektoren AB


und CD


bewirkendiegleicheVerschiebung.Siegehörendaherzurgleichen

Vektorklasse.
• DieVektoren AB


bzw. CD


undderVektorEF


sindgleichlang,aberentgegengerichtet.Man

bezeichnetsolcheVektorenalsGegenvektoren.

VektorenwerdendurcheinenPfeil
überdenBuchstaben,derimmer

vonlinksnachrechtszeigt,
gekennzeichnet.WiebeiStrecken

verwendetmanentwederdie
großenBuchstabenvonAnfangs-
undEndpunktodereinenkleinen

Buchstaben.

Verschiebungum
3inx-Richtung
5iny-Richtung

Verschiebungum
–3inx-Richtung
–5iny-Richtung

Verschiebungum
____inx-Richtung

____iny-Richtung
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Vektoren im Raum 

Aufgabe 4.2 

DieBetrachtungenzurVektordarstellunginderEbenekönnendirektaufdenRaumübertragenwerden.
Manmusslediglichbeachten,dassdieVektorenimRaumdreiKomponentenhabenundinder

SpaltenschreibweiseinderForm

x

y

z

     
dargestelltwerden.


InderfolgendenAbbildungsindVektorenimRaumdargestellt.ErmittelnSiedieKoordinaten,deren
Anfangs-undEndpunkteC,D,E,F,PsowieQ,undbestimmenSiedieVektorenBC


,EF


sowiePQ



inSpaltendarstellung.


x

y

z

1

5

4321

2

3

1
2

3
4

4
P

E

5

5

A

B

C

D

F
Q

AB


CD


EF
 u






A(4/5/0)

B(3/0/4)

C(___/___/___)

D(___/___/___)

E(___/___/___)

F(___/___/___)

P(___/___/___)

Q(___/___/___)





1

AB 5

4

−  
= −   




___

CD ___

___

  
=    




___

EF ___

___

  
=    




___

u ___

___

  
=    


 




ErgänzenSie:

DieVektorenCD


undEF


sind____________________vektoren,dasiegleichlangund

entgegengerichtetsind.
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DerVektor
3

AB
5
   


ausAufgabe4.1wurdedurchAbzählenderKästchenimKoordinatensytem

ermittelt.SiehabenbeiAufgabe4.2vielleichtschonfestgestellt,dassdieKoordinatenauchdirektaus
demAnfangs-undEndpunktdesVektorsermitteltwerdenkönnen.



KoordinatederPfeilspitze:B(4/6)


KoordinatedesPfeilendes:A(1/1)

 KoordinatendesVektors
4 1 3

AB
6 1 5
         












ÜberprüfenSiediesesVerfahrenfürdenVektor AB


ausAufgabe4.2














– DieVektoren AB


undCD


sindjeweils der
gleichenKlassevonVektoren v


,dieeineVerschiebungeines

Punktesumv1inx-Richtungundv2iny-Richtungbzw.v3inz-
Richtungfestlegen.





1
1

2
2

3

v
v

AB CD v bzw. v
v

v

           
  

– DieVektorenu


und v


sindgleichlang,aberentgegengerichtet.

MannenntdaherdenVektor v


 desVektorsu



(SchreibweisefürEbeneentsprechend)



               
 

– EinVektor,dereinenPunktAaufsichselbstabbildet(also
keineVerschiebungbewirkt),wird genannt.



0
0

0
   


bzw.

     


– DieKoordinateneinesVektors AB


werdenausden
KoordinatenderPunkteA(a1/a2/a3)undB(b1/b2/b3)durch
DifferenzbildungdereinzelnenKomponentena1,a2unda3und
b1,b2,undb3berechnet:
(FürdieEbenegiltEntsprechendes.)



1 1

2 2

3 3

b a

AB b a

b a

     




Koordinaten
derPfeilspitze

Koordinaten
desPfeilendes
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Berechnen von Vektoren aus den Koordinaten der Endpunkte 
 
Aufgabe 4.3 

DerVektor
3

AB
5
 

=   


ausAufgabe4.1wurdedurchAbzählenderKästchenimKoordinatensytem

ermittelt.SiehabenbeiAufgabe4.2vielleichtschonfestgestellt,dassdieKoordinatenauchdirektaus
demAnfangs-undEndpunktdesVektorsermitteltwerdenkönnen.



KoordinatederPfeilspitze:B(4/6)


KoordinatedesPfeilendes:A(1/1)

 KoordinatendesVektors
4 1 3

AB
6 1 5

−   
= =   

−   












ÜberprüfenSiediesesVerfahrenfürdenVektor AB


ausAufgabe4.2












Grundlegende Definitionen und Zusammenhänge 


– DieVektoren AB


undCD


sindjeweilsRepräsentantender
gleichenKlassevonVektoren v


,dieeineVerschiebungeines

Punktesumv1inx-Richtungundv2iny-Richtungbzw.v3inz-
Richtungfestlegen.





1
1

2
2

3

v
v

AB CD v bzw. v
v

v

    
= = =        

  
 

– DieVektorenu


und v


sindgleichlang,aberentgegengerichtet.

MannenntdaherdenVektor v


GegenvektordesVektorsu



(SchreibweisefürEbeneentsprechend)



1 1

2 2

3 3

u u

v u u u

u u

−      
= − = − = −      

−   
 

 

– EinVektor,dereinenPunktAaufsichselbstabbildet(also
keineVerschiebungbewirkt),wirdNullvektorgenannt.



0
0

0
 

=   


bzw.

0

0 0

0

  
=    


 

– DieKoordinateneinesVektors AB


werdenausden
KoordinatenderPunkteA(a1/a2/a3)undB(b1/b2/b3)durch
DifferenzbildungdereinzelnenKomponentena1,a2unda3und
b1,b2,undb3berechnet:
(FürdieEbenegiltEntsprechendes.)



1 1

2 2

3 3

b a

AB b a

b a

−  
= −  

− 


 



Koordinaten
derPfeilspitze

Koordinaten
desPfeilendes
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Übungen 

Ü4.1 GegebenistderVektor AB




a)BestimmenSiedieKoordinatendes
Vektors AB


inSpaltendarstellung.

___

AB ___

___

  
=    





b)ZeichnenSieeinenweiterenbeliebigen

RepräsentantenderKlassedesVektors
AB


ein.
c)BestimmenSiedieKoordinatendes

Gegenvektorsvon AB


in
SpaltendarstellungundzeichnenSie
einenbeliebigenRepräsentantendes
Gegenvektorsvon AB


ein.

Gegenvektor:

___

____ ___

___

  
=    





AB




d)ZeichnenSieausgehendvomPunktP(4/0/0)einendenRepräsentantendesVektors

4

v 1

4

−  
=    




ein,undgebenSiedieKoordinatendesGegenvektorsan.Gegenvektor:

___

____ ___

___

  
=    



Ü4.2 BestimmenSiedenVektor AB


ausdenKoordinatenderPunkteA(a1/a2)undB(b1/b2)derEbene
bzw.A(a1/a2/a3)undB(b1/b2/b3)desRaumesfürfolgendePunkte:



 a) b) c) d) e) f) g) h)
 A(2/1) A(1/3) A(-3/-1) A(1/1) A(4/3/7) A(2/7/4) A(3/1/-2) A(0/-3/1)
 B(5/4) B(-3/2) B(2/-2) B(4/-3) B(1/-2/5) B(3/-2/0) B(-1/4/-1) B(-2/-1/3)




ErgänzendeÜbungen: 
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GegebenistderuntendargestellteverzerrteQuader.ManbezeichnetsolcheKörperals .Gegeben
sinddiePunkteA(2/0/0),B(2/3/0),C(-1/3/0)undE(2/0,5/2).BearbeitenSiedieAufgabenstellungunter
AnwendungderfolgendenDefinition:




 






a)GebenSiedieOrtsvektorenzuallen
Eckpunktenan.

b)BestimmenSiedieKoordinatendarstellung
derVektorenu AB, v AD und w AE

     
.

WelcheweiterenVektorengehörenzur
gleichenVektorklassewieu, v und w

  


c) BestimmenSiedieVektoren
AF, AC, AH, CH, BD und HF
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Ortsvektoren 

Aufgabe 4.4  

GegebenistderuntendargestellteverzerrteQuader.ManbezeichnetsolcheKörperalsSpat.Gegeben
sinddiePunkteA(2/0/0),B(2/3/0),C(-1/3/0)undE(2/0,5/2).BearbeitenSiedieAufgabenstellungunter
AnwendungderfolgendenDefinition:


Definition Ortsvektor: 

Ein Vektor 

a , der im Ursprung O des Koordinatensystems beginnt und dessen Pfeilspitze 

am Punkt A endet, wird als Ortsvektor bezeichnet. Der Ortsvektor erhält den zum Namen 
des Punktes zugehörigen kleinen Buchstaben:  =

 
a OA   






a)GebenSiedieOrtsvektorenzuallen
Eckpunktenan.

b)BestimmenSiedieKoordinatendarstellung
derVektorenu AB, v AD und w AE= = =

     
.

WelcheweiterenVektorengehörenzur
gleichenVektorklassewieu, v und w

  


c) BestimmenSiedieVektoren
AF, AC, AH, CH, BD und HF
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Der Betrag von Vektoren 
 
Aufgabe 4.5 

GegebenistdasfolgendeKoordinatensystemmitdenOrtsvektorena


undb











___

a ___

___

  
=    









___

b ___

___

  
=    







a)DiePunkteP,Q,R,AundBliegenaufdenEckendeseingezeichnetenQuaders.TragenSiedie

KoordinatenderPunkteinderAbbildungsowiedieKoordinatenderOrtsvektorena


undb


ein.
BestimmenSiedanndieLängederfolgendenStrecken:

OP ____LE OQ ____LE OR ____ LE= = = 


b)ErläuternSie,wiedieLängederStreckenOA, AB und OB berechnetwurden.


OA 36 64 10= + = 












AB 5=  OB 100 25 11,2= + = 




 

Definition des Betrags eines Vektors: 
 

Der Abstand zweier Punkte A und B im Koordinatensystem wird als Länge der Strecke 
AB bezeichnet. Übertragen auf die Vektorrechnung gilt Entsprechendes. Der Abstand 

zwischen Anfangs- und Endpunkt eines Vektors 

AB entspricht der Länge des Vektors und 

wird als Betrag des Vektors

AB  bezeichnet. Man schreibt z. B.: 

OA 10LE


=    oder einfach nur    

AB 5= 
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c) ErläuternSiedenfolgendenAnsatzfürdieBerechnungderStreckeOB bzw.desBetragesdes

VektorsOB


.FormulierenSiedabeiauch,welcherZusammenhangmitdenKoordinatendes

Ortsvektorsb


besteht.
2 2 2

2 2 2OB OB OP OQ AB 6 8 5 36 64 25 11,2
   

= = + + = + + = + + = 


 

 

 

 


d)ErläuternSieunterVerwendungdermathematischenFachausdrücke , des

, ineigenenWorten,wiederBetrageinesVektorsberechnetwird.



 1 2 2

1 2
2

a
a a a a

a

   = ⇒ = +   





1
2 2 2

2 1 2 3

3

a

a a a a a a

a

 
    = ⇒ = + +    



 
 

 

 

IneinemBergwerksindnachdemEinsturzeines
SchachtesBergleuteanderStelleP(5/8/3)
verschüttet.UmdieVerschüttetenmitSauerstoff
zuversorgen,solleinmöglichstkurzer
Versorgungsschachtgebohrtwerden.Dieskann,
ausgehendvondenStellenQ,RoderS,
geschehen.WeisenSiedurchRechnungnach,
dassdieStelleRfürdieBohrungamgünstigsten
ist.












ErgänzendeÜbungen: 
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c) ErläuternSiedenfolgendenAnsatzfürdieBerechnungderStreckeOB bzw.desBetragesdes

VektorsOB


.FormulierenSiedabeiauch,welcherZusammenhangmitdenKoordinatendes

Ortsvektorsb


besteht.
2 2 2

2 2 2OB OB OP OQ AB 6 8 5 36 64 25 11,2
   

= = + + = + + = + + = 


 

 

 

 


d)ErläuternSieunterVerwendungdermathematischenFachausdrückeSumme,Komponentendes

Vektor,WurzelineigenenWorten,wiederBetrageinesVektorsberechnetwird.


 

Berechnen des Betrags eines Vektors 

Betrag eines Vektors a


in der Ebene: 1 2 2

1 2
2

a
a a a a

a

   = ⇒ = +   


Betrag eines Vektors a


 im Raum:

1
2 2 2

2 1 2 3

3

a

a a a a a a

a

 
    = ⇒ = + +    



 
 

 

 

Übungen 
 

Ü4.3 IneinemBergwerksindnachdemEinsturzeines
SchachtesBergleuteanderStelleP(5/8/3)
verschüttet.UmdieVerschüttetenmitSauerstoff
zuversorgen,solleinmöglichstkurzer
Versorgungsschachtgebohrtwerden.Dieskann,
ausgehendvondenStellenQ,RoderS,
geschehen.WeisenSiedurchRechnungnach,
dassdieStelleRfürdieBohrungamgünstigsten
ist.

  
 











ErgänzendeÜbungen: 
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Die Definition des Einheitsvektors 
 
Aufgabe 4.6 

ZeigenSiemitHilfederfolgendenDefinition,dassdieVektoren

1
3 0,6 6

12u , v 0 und w 103 19
0,8 152

3

                     = = = −                  −  

  


Einheitsvektorensind.



Definition Einheitsvektor: 

Ein Vektor der Länge 1 bzw. mit dem Betrag 1 wird als Einheitsvektor bezeichnet. Damit gilt:  

in der Ebene: 2 2
1 2a = 1 also a + a = 1


 

im Raum 2 2 2
1 2 3a = 1 also a + a + a = 1


 














ErgänzendeÜbungen: 
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AusdemPhysikunterrichtistIhnenbereitsdieAdditionundSubtraktionzweierKräftemitHilfevon
Kräfteparallelogrammenbekannt.DieAdditionundSubtraktionvonVektorenberuhtaufdemgleichen
Prinzip.


1F


2F


1 2 gesF F F
  
+ =




a b c
  
+ =



ZeichnenSiedieVektoren
2

a
1

   =    
und

3
b

2

   =   − 


ausgehendvonPunktPindas
Koordinatensystemein.

ZeichnenSiedanachdenVektora


ausgehend

vonderSpitzedesVektorsb


unddenVektorb




ausgehendvonderSpitzedesVektorsa


ein
zweitesMalein.DiesebeidenRepräsentanten
vona


undb


treffenmitihrenSpitzendenPunkt

Q.VerbindenSiePundQdurchdenVektor
c PQ
 
= .LesenSiedieKoordinatenvon c


aus

derZeichnungab:
___

c
___

   =    















RechnerischkannmanzweiVektorenaddieren,indemmandieKoordinatenderVektoren
komponentenweiseaddiert.FührenSiediesanhandderWerteausdemBeispielobendurchund
vergleichenSiemitdemabgelesenenWert.


2 3 2 3 ___

c a b
1 2 1 2 ___

          +         = + = + = =               − −       
  



Vergleich: 




                                                        Oberstudienräin Ursula Pirkl
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Rechnen mit Vektoren
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Kapitel 5: Rechnen mit Vektoren 

Addition und Subtraktion von Vektoren 


Aufgabe 5.1 

AusdemPhysikunterrichtistIhnenbereitsdieAdditionundSubtraktionzweierKräftemitHilfevon
Kräfteparallelogrammenbekannt.DieAdditionundSubtraktionvonVektorenberuhtaufdemgleichen
Prinzip.


1F


2F


1 2 gesF F F
  
+ =



1. Addition von Vektoren a b c

  
+ =  


a) Zeichnerische Addition in der Ebene 

 

ZeichnenSiedieVektoren
2

a
1

   =    
und

3
b

2

   =   − 


ausgehendvonPunktPindas
Koordinatensystemein.

ZeichnenSiedanachdenVektora


ausgehend

vonderSpitzedesVektorsb


unddenVektorb




ausgehendvonderSpitzedesVektorsa


ein
zweitesMalein.DiesebeidenRepräsentanten
vona


undb


treffenmitihrenSpitzendenPunkt

Q.VerbindenSiePundQdurchdenVektor
c PQ
 
= .LesenSiedieKoordinatenvon c


aus

derZeichnungab:
___

c
___

   =    












b) Rechnerische Addition in der Ebene 


RechnerischkannmanzweiVektorenaddieren,indemmandieKoordinatenderVektoren
komponentenweiseaddiert.FührenSiediesanhandderWerteausdemBeispielobendurchund
vergleichenSiemitdemabgelesenenWert.


2 3 2 3 ___

c a b
1 2 1 2 ___

          +         = + = + = =               − −       
  



Vergleich: 
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2. Subtraktion von Vektorena b d

  
− =  


a) Zeichnerische Subtraktion  

GegebensinddieVektoren
2

a
1

   =    
und

3
b

2

   =   − 
.ZeichnenSiedenVektora




ausgehendvonPunktPindas
Koordinatensystemein.
ZeichnenSiedanachdenGegenvektorvonb




also
3

b
2

  −  − =   
ausgehendvonderSpitzedes

Vektorsa


ein.DieSpitzedesGegenvektors

vonb


liegtimPunktQ.VerbindenSiePundQ

durchdenVektorPQ d
 

= undlesenSiedie

Koordinatenvon d


ausderZeichnungab:
___

d
___

   =    






1 2 3 x

1

2

3

4

P

Q y

-1-2-3






b) Rechnerische Subtraktion in der Ebene 

DieSubtraktionentsprichtderAdditiondesGegenvektors.BerechnenSie d


undvergleichenSie
mitdemzeichnerischermitteltenWert.


___ ___ ___
d a b a ( b)

___ ___ ___

                = − = + − = + =               



Vergleich: 





Die inderEbenegewonnenenErkenntnissezurAdditionundSubtraktionvonVektorenkönnendirekt
aufBetrachtungenimRaumübertragenwerden.ErgänzenSiedazudieMerksätze.




Addition von Vektoren: 

ZweiVektoren→a und→b werdenaddiert,indemmandieKoordinatenkomponentenweiseaddiert:


Ebene:= 1 1 1 1

2 2 2 2

a b a b
a b

a b a b

       +      + = + =           +     
 Raum:

1

2

3

a ___ ___ ___

a b a ___ ___ ___

a ___ ___ ___

 
     +              + = + = +                 +     







Subtraktion von Vektoren: 
DerVektorb


wirdvomVektora


subtrahiert,indemmanzua


den_________________________

vonb


addiert.
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Addiert man zu einem Vektor seinen Gegenvektor, so erhält man in der Ebene und im Raum den
Nullvektor.ErgänzenSiediefehlendenAngaben:


1 1

2 2

a a 0
a ( a) 0 Nullvektor in der Ebene

a a 0

       −      + − = + = =          −     



___ ___ ___ ___ ___

a ( a) ___ ___ ___ ___ ___ __ Nullvektor im Raum

___ ___ ___ ___ ___

  
       +                     + − = + = + = =                        +       






Für das Rechnen mit reellen Zahlen gelten das Kommutativ- und das Assoziativgesetz. Prüfen Sie
anhandderInformationeninIhremSchulbuchoderanderengeeignetenQuellen,obdieseGesetzeauch
fürdasRechnenmitVektorenGültigkeithaben,undnotierenSiedieseGesetze.


Kommutativgesetz:  



Assoziativgesetz:  








ErgänzendeÜbungsaufgaben: 
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Aufgabe 5.2 
 
Addiert man zu einem Vektor seinen Gegenvektor, so erhält man in der Ebene und im Raum den
Nullvektor.ErgänzenSiediefehlendenAngaben:


1 1

2 2

a a 0
a ( a) 0 Nullvektor in der Ebene

a a 0

       −      + − = + = =          −     



___ ___ ___ ___ ___

a ( a) ___ ___ ___ ___ ___ __ Nullvektor im Raum

___ ___ ___ ___ ___

  
       +                     + − = + = + = =                        +       




Aufgabe 5.3 

Für das Rechnen mit reellen Zahlen gelten das Kommutativ- und das Assoziativgesetz. Prüfen Sie
anhandderInformationeninIhremSchulbuchoderanderengeeignetenQuellen,obdieseGesetzeauch
fürdasRechnenmitVektorenGültigkeithaben,undnotierenSiedieseGesetze.


Kommutativgesetz:  



Assoziativgesetz:  








ErgänzendeÜbungsaufgaben: 
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Multiplizieren von Vektoren mit reellen Zahlen 
 
Aufgabe 5.4 

1. BestimmenSiedieKoordinatenderabgebildetenVektorendurchAblesenausderZeichnungund

tragenSiedieWerteein.


___
a

___

   =    

___
b

___

   =    

___
d

___

   =    

___
e

___

   =    

___
c

___

   =    

a


b


c


d


e




a) NennenSiedieGemeinsamkeitzwischendemVektora


unddenVektorenb


bis e


.


 


b) GebenSieUnterschiedezwischendemVektora


unddenVektorenb


bis e


an.


 


c) StellenSiedieVektorenc


bis e


wieimBeispielfürVektorb


durchdasVielfachedesVektorsa


dar.


4 8
b 2a 2

2 4

        = = =        




___ ___
c ____ __

___ ___

       = = =        


___ ___
d ____ __

___ ___

       = = =        


___ ___
e ____ __

___ ___

       = = =        




Aufgabe 5.5 

ErgänzenSieimMerksatzdieAngabenfürdenRaum.


Vektorenwerdenvervielfacht,alsomiteinerreellenZahlrmultipliziert,indemmanjede
KomponentemitderreellenZahlmultipliziert.


FürdieEbenegilt: 1 1

2 2

a ra
ra r

a ra

       = =        
 FürdenRaumgilt:

___ _____

ra __ ___ _____

___ _____


          = =           





Kapitel5 EinführungindieVektorrechnung
RechnenmitVektoren –37–



03.03.2014UrsulaPirkl


ErarbeitenSiesichmitHilfeIhresSchulbuchsoderanderengeeignetenQuellenweitereRechenregeln
hinsichtlichderMultiplikationvonVektorenmitreellenZahlen,undnotierenSiedieseRegelnhier.






 Schreiben Sie die Vektoren als Produkt aus einer reellen Zahl und einem Vektor mit möglichst
kleinenganzzahligenKoordinaten:


a)      



b)      


c)      


d)          

 e)          

 f)        








ErgänzendeÜbungen: 
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Aufgabe 5.6 

ErarbeitenSiesichmitHilfeIhresSchulbuchsoderanderengeeignetenQuellenweitereRechenregeln
hinsichtlichderMultiplikationvonVektorenmitreellenZahlen,undnotierenSiedieseRegelnhier.





Übungen 
 
Ü5.1 Schreiben Sie die Vektoren als Produkt aus einer reellen Zahl und einem Vektor mit möglichst

kleinenganzzahligenKoordinaten:


a) 100

200

500

     


b) 36

84

144

  
−   



c) 2,5

0,5

1,5

     


d) 1

2

3

2

7

2

         

 e) 1

6

3

2

7

3

         

 f) 1

2

3

5

2

       








ErgänzendeÜbungen: 
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Berechnen des Einheitsvektors zu einem gegebenen Vektor 

Aufgabe 5.7  
VerdeutlichenSiesichdiefolgendenInformationenundberechnenSieanschließenddenVektor 0b


.


Informationen: 

• InderAbbildungnebenansindVektorena


undb




sowiediezugehörigenEinheitsvektoren 0a


und

0b


eingezeichnet.


• DenEinheitsvektorzumVektora


bezeichnetman

mit 0a


.


• DerVektora


bzw.b


undihrEinheitsvektor 0a




bzw. 0b


zeigenindiegleicheRichtung.


• DerEinheitsvektor 0a


hatdieLänge1,alsogilt:

0a 1

= 





1

1

a


0a


b


0b



• ManberechnetdenEinheitsvektorzumVektora


,indemmandenVektora


durchseinenBetrag

dividiert:


0 2 2

6 6 6 0,6a 1 1 1 1
a a

8 8 8 0,810100a a 6 8

 
 

                = = = = = =                      +




BerechnenSie 0b


analog:



0b


=

   ______________________________________________________________________

Übung: 

Ü5.2 BerechnenSiedieEinheitsvektorenzu
2

u
4

   =    
,

3

v 6

1


    =     

und

2

w 1

2


 −    =     
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InderAbbildungnebenwirdderVektor w


durch
eineKombinationausdenVektorenu


und v




erzeugt,indemmandasVierfachedesVektorsu




zumZweifachendesVektors v


addiert.Durch
AbzählenderKästchenerhältmanfolgende

Koordinatenfür w


: 
6

w
1

   =    


RechnerischlässtsichderVektor w


wiefolgt
ermitteln:

1 1 4 2 6
w 4u 2v 4 2

0,5 1,5 2 3 1

          +         = + = + = =               − − +       


u


v


w 4u 2v  
= +

2v



 



GegebensinddieabgebildetenVektoren a, b, d, e, f und g
     



1. GebenSiedieKoordinatenderabgebildetenVektorendurchAblesenausderAbbildungan


a


b


g


d


e
f





___
a

___

   =    


___
b

___

   =    


___
d

___

   =    


___
e

___

   =    


___
f

___

   =    


___
g

___

   =    




2. ZeichnenSiedenVektor c a 3b

  
= + wieimBeispieldurchVektoradditioninderAbbildungein.


3. BestimmenSiedieKoordinatenvonVektor c


durchRechnung

___ ___ ____________ ___
c 3

___ ___ ____________ ___

                 = + = =                      
undprüfenSiedurchAbzählenderKästchen,obdas

ErgebnismitderZeichnungübereinstimmt.
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Addition vervielfachter Vektoren 
 
Aufgabe 5.8 

Beispiel  
InderAbbildungnebenwirdderVektor w


durch

eineKombinationausdenVektorenu


und v




erzeugt,indemmandasVierfachedesVektorsu




zumZweifachendesVektors v


addiert.Durch
AbzählenderKästchenerhältmanfolgende

Koordinatenfür w


: 
6

w
1

   =    


RechnerischlässtsichderVektor w


wiefolgt
ermitteln:

1 1 4 2 6
w 4u 2v 4 2

0,5 1,5 2 3 1

          +         = + = + = =               − − +       


u


v


w 4u 2v  
= +

2v



 


Aufgabenstellung 
GegebensinddieabgebildetenVektoren a, b, d, e, f und g

     



1. GebenSiedieKoordinatenderabgebildetenVektorendurchAblesenausderAbbildungan


a


b


g


d


e
f





___
a

___

   =    


___
b

___

   =    


___
d

___

   =    


___
e

___

   =    


___
f

___

   =    


___
g

___

   =    




2. ZeichnenSiedenVektor c a 3b

  
= + wieimBeispieldurchVektoradditioninderAbbildungein.


3. BestimmenSiedieKoordinatenvonVektor c


durchRechnung

___ ___ ____________ ___
c 3

___ ___ ____________ ___

                 = + = =                      
undprüfenSiedurchAbzählenderKästchen,obdas

ErgebnismitderZeichnungübereinstimmt.
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4. InAufgabe2und3wurdederVektorc


mitHilfedergegebenBeziehungc a 3b
  
= + zunächst

eingezeichnetunddannberechnet.NunsollenSieumgekehrtvorgehen.ErmittelnSie,wiesichdie
bereitsgezeichnetenVektoren d, e, f und g

   
auseinerKombinationderVektorena


undb


bzw.

Vielfachenvona


undb


darstellenlassen.ZeichnenSiedazuwieimBeispielobenentsprechende
HilfslinieneinundüberprüfenSiedieErgebnissemitdenunter1.bereitsermitteltenKoordinaten.


d
________________________________________________________________________


= 



e
________________________________________________________________________


= 



f
________________________________________________________________________


= 



g
________________________________________________________________________


= 




Fachbegriff für Vektorsumme aus vervielfachten Vektoren: 



DefinitionLinearkombination:

EineSummera sb tc .......
  
+ + + fürdiereellenZahlenr,s,t,…unddieVektorena, b, c, .....

  
nennt

maneineLinearkombinationderVektorena, b, c, .....
  


 

Übungen 
 
Ü5.3 GegebensinddieOrtsvektorena und b

 
.StellenSiealleandereneingezeichnetenOrtsvektoren,

wieimBeispielfür c


,alsLinearkombinationderVektorena und b
 

dar.ÜberprüfenSieIhr
Ergebnis,indemSiedieKoordinatenderPunkteD,EundFeintragen.

a


b


c


d


e


f





3 1 1,5

c a 1,5b 1,5
1 2 4

     −      = + = + =               

  




d
___________________________________

e
___________________________________

f
___________________________________

=

=

=
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GegebensinddieOrtsvektorena, b und c
  

zudenPunktenA,BundC.ErmittelnSiedurch
AbzählenzunächstdieKoordinatenallereingetragenenPunkte.StellenSieanschließenddie
OrtsvektorenzudenPunktenU,VundW,wieimBeispielfürp


dargestellt,alsLinearkombination

derVektorena, b und c
  

dar.ÜberprüfenSiedasErgebnisjeweilsanhandderabgelesenen
Koordinaten.



A(___/___/___)

___

a ___

___


    ⇒ =    



B(___/___/___)

___

b ___

___


    ⇒ =    



C(___/___/___)

___

c ___

___


    ⇒ =    





P(3/0/2)

U(___/___/___)

V(___/___/___)

W(___/___/___)




Beispielfürp


:

3 0 0 3 0 3

p 1 a 0 b 0,5 c 1 0 0 5 0,5 0 0 0 0

0 0 4 0 2 2

                                              = ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ = + =                                                   

   




u

____________________________________________________________________________

v

____________________________________________________________________________

w

_____________________________________

=

=

=







______________________________________





ErgänzendeÜbungen: 
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Ü5.4 GegebensinddieOrtsvektorena, b und c
  

zudenPunktenA,BundC.ErmittelnSiedurch
AbzählenzunächstdieKoordinatenallereingetragenenPunkte.StellenSieanschließenddie
OrtsvektorenzudenPunktenU,VundW,wieimBeispielfürp


dargestellt,alsLinearkombination

derVektorena, b und c
  

dar.ÜberprüfenSiedasErgebnisjeweilsanhandderabgelesenen
Koordinaten.



A(___/___/___)

___

a ___

___


    ⇒ =    



B(___/___/___)

___

b ___

___


    ⇒ =    



C(___/___/___)

___

c ___

___


    ⇒ =    





P(3/0/2)

U(___/___/___)

V(___/___/___)

W(___/___/___)




Beispielfürp


:

3 0 0 3 0 3

p 1 a 0 b 0,5 c 1 0 0 5 0,5 0 0 0 0

0 0 4 0 2 2

                                              = ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ = + =                                                   

   




u

____________________________________________________________________________

v

____________________________________________________________________________

w

_____________________________________

=

=

=







______________________________________





ErgänzendeÜbungen: 

 

 



"

      =        
   −        = −        −   
          =        − −   
       =        

   −       = −        −   

       =        

          = −        −   

          =           

          =           

= ⇒ =

= ⇒ =

= ⇒ =
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RaumfürNotizen
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Kapitel 6: Lösen von Vektorgleichungen bei Linearkombinationen 
 

1. Lösen einer Vektorgleichung durch "genaues Hinsehen" 
 
Die folgenden Vektorgleichungen haben so einfache Lösungen, dass man sie durch genaues 
Hinsehen ohne größeren Rechenaufwand lösen kann. 
 
Beispiele: 
 

a) 
9 3

r
12 4

      =        
  Man erkennt sofort, dass r = 3 die Gleichung erfüllt. 

b) 

3 15

5 s 25

1 5

   −        = −        −   

  Man erkennt sofort, dass s = – 15  die Gleichung erfüllt. 

c) 

2 6

1 r 3

1 4

          =        − −   

 Man erkennt sofort, dass es keine Zahl r gibt, welche die Gleichung erfüllt. 

d) 

1
1

0 s
0

5

       =        

 Man kann keinen Vektor der Ebene mit einem Vektor des Raumes verknüpfen. 

 
Aufgaben 6.1 
 
Geben Sie die Lösungen der folgenden Vektorgleichungen ohne ausführliche Rechnungen an: 

a) 

6 12

17 t 34

8 16

   −       = −        −   

  b) 

1
1

0 s
0

5

       =        

 c) 

13 117

17 r 153

23 207

          = −        −   

 d) 

12 3

16 s 4

8 2

          =           

 

 
t =____ s =____ r = ____ s = ____ 

 
 

2. Lösen von Vektorgleichungen durch Rechnung 
Bei den meisten Vektorgleichungen sind die Zahlenverhältnisse jedoch nicht so einfach, dass man die 
Lösung sofort erkennen kann. Man geht dann wie folgt vor. 

 
a) Beispiele für Vektorgleichungen mit einer Variablen: 

 
Beispiel 1: 

12 9

16 r 12

8 6

          =           

 

 

 
Man löst die Klammern der Vektoren so auf, dass sich drei 
Gleichungen ergeben, also ein lineares Gleichungssystem 
(LGS) entsteht. 

  

4
I : 12 9r r

3

4
II : 16 12r r

3

4
III : 8 6r r

3

= ⇒ =

= ⇒ =

= ⇒ =

 

 
Da ein überbestimmtes LGS vorliegt, muss überprüft werden, 
ob alle drei Gleichungen das gleiche Ergebnis liefern.  

Das ist für r = 
4
3
 erfüllt. Damit ist  r = 

4
3
 die Lösung des LGS. 
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Kapitel 6: Lösen von Vektorgleichungen bei Linearkombinationen 
 

1. Lösen einer Vektorgleichung durch "genaues Hinsehen" 
 
Die folgenden Vektorgleichungen haben so einfache Lösungen, dass man sie durch genaues 
Hinsehen ohne größeren Rechenaufwand lösen kann. 
 
Beispiele: 
 

a) 
9 3

r
12 4

      =        
  Man erkennt sofort, dass r = 3 die Gleichung erfüllt. 

b) 

3 15

5 s 25

1 5

   −        = −        −   

  Man erkennt sofort, dass s = – 
1

5
  die Gleichung erfüllt. 

c) 

2 6

1 r 3

1 4

          =        − −   

 Man erkennt sofort, dass es keine Zahl r gibt, welche die Gleichung erfüllt. 

d) 

1
1

0 s
0

5

       =        

 Man kann keinen Vektor der Ebene mit einem Vektor des Raumes verknüpfen. 

 
Aufgaben 6.1 
 
Geben Sie die Lösungen der folgenden Vektorgleichungen ohne ausführliche Rechnungen an: 

a) 

6 12

17 t 34

8 16

   −       = −        −   

  b) 

1
1

0 s
0

5

       =        

 c) 

13 117

17 r 153

23 207

          = −        −   

 d) 

12 3

16 s 4

8 2

          =           

 

 
t =____ s =____ r = ____ s = ____ 

 
 

2. Lösen von Vektorgleichungen durch Rechnung 
Bei den meisten Vektorgleichungen sind die Zahlenverhältnisse jedoch nicht so einfach, dass man die 
Lösung sofort erkennen kann. Man geht dann wie folgt vor. 

 
a) Beispiele für Vektorgleichungen mit einer Variablen: 

 
Beispiel 1: 

12 9

16 r 12

8 6

          =           

 

 

 
Man löst die Klammern der Vektoren so auf, dass sich drei 
Gleichungen ergeben, also ein lineares Gleichungssystem 
(LGS) entsteht. 

  

4
I : 12 9r r

3

4
II : 16 12r r

3

4
III : 8 6r r

3

= ⇒ =

= ⇒ =

= ⇒ =

 

 
Da ein überbestimmtes LGS vorliegt, muss überprüft werden, 
ob alle drei Gleichungen das gleiche Ergebnis liefern.  

Das ist für r = 
4
3
 erfüllt. Damit ist  r = 

4
3
 die Lösung des LGS. 
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Beispiel2:

12 9

16 r 12

8 15

          =           






ManlöstdieKlammernderVektorensoauf,dasssichdrei
Gleichungenergeben,alsoeinlinearesGleichungssystem(LGS)
entsteht.

 
4

I : 12 9r r
3
4

II : 16 12r r
3
8

III : 8 15r r
15

= ⇒ =

= ⇒ =

= ⇒ =






AusIundIIfolgtfürr=43.BeiGleichungIIIergibtsichfürr= 8
15

alsoeinWiderspruch.DamitistdieVektorgleichungnichtlösbar.




b)BeispielefürVektorgleichungenmitzweiVariablen

Beispiel1:


2 1 3

r 1 s 1 1

1 2 0

                   + =                     








AuflösenderVektorgleichungindreieinzelne
Gleichungen.

 
I 2r s 3

II r s 1

III r 2s 0

+ =

+ =
+ =

IV s 1

s 1 einsetzen in II r 2

− =
=− ⇒ =



EinsetzenvonrundsinI⇒ 4 1 3

3 3

− =

=






DaessichumeinüberbestimmtesLGShandelt,
müssendieLösungeninderfürdieRechnung
bishernichtverwendetenGleichungIüberprüft
werden.DasichkeinWiderspruchergibt,sind
s=–1undr=2LösungendesLGS.


Beispiel2:


2 1 4

r 1 s 1 1

1 2 0

                   + =                     







AuflösenderVektorgleichungindreieinzelne
Gleichungen

 
I 2r s 4

II r s 1

III r 2s 0

+ =

+ =
+ =

IV s 1

s 1 einsetzen in II r 2

− =
=− ⇒ =




r,seinsetzeninI:  3=4

AuchhierergibtsichausGleichungIIundIIIdas
Ergebnisr=2unds=–1.
EinsetzeninIergibthierjedoch3=4,alsoeinen
Widerspruch.DamitistdieVektorgleichungnicht
lösbar.



KeineLösung
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3. LösenSiediefolgendenVektorgleichungen:


a)

6 15

21 r 49

9 21

          =        − −   





b)

6 14

21 r 49

9 21

          =        − −   

 c)

17 1 2

18 r 1 s 3

19 1 4

                   = +                     



d)

3 1 0

2 r 0 s 1

1 0 0

                   = +                     





e)

1 1 1

0 r 2 s 2

1 1 3

                   = + −                −     

 f)

1 1 1

2 r 0 s 1

1 0 1

                   − = +                     



g)

2 1 1

3 r 1 s 0

1 0 1

     −               = − +                     

 h)

5 1 2

8 r 4 s 1

1 1 1

     −               = +                −     

 i)

1 2 1

4 r 2 s 0

3 1 2

                   − = +                     




LösungeninunsortierterReihenfolge:


keineLösung keineLösung keineLösung
keineLösung r=3unds=–4 r=0,5unds=0,5
r=15unds=1 r=3/7 r=–3unds=1
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3. LösenSiediefolgendenVektorgleichungen:


a)

6 15

21 r 49

9 21

          =        − −   





b)

6 14

21 r 49

9 21

          =        − −   

 c)

17 1 2

18 r 1 s 3

19 1 4

                   = +                     



d)

3 1 0

2 r 0 s 1

1 0 0

                   = +                     





e)

1 1 1

0 r 2 s 2

1 1 3

                   = + −                −     

 f)

1 1 1

2 r 0 s 1

1 0 1

                   − = +                     



g)

2 1 1

3 r 1 s 0

1 0 1

     −               = − +                     

 h)

5 1 2

8 r 4 s 1

1 1 1

     −               = +                −     

 i)

1 2 1

4 r 2 s 0

3 1 2

                   − = +                     




LösungeninunsortierterReihenfolge:


keineLösung keineLösung keineLösung
keineLösung r=3unds=–4 r=0,5unds=0,5
r=15unds=1 r=3/7 r=–3unds=1
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Kapitel7:LineareAbhängigkeitundUnabhängigkeit


LineareAbhängigkeitundUnabhängigkeitinderEbene



GegebensinddieVektoren
0

a
1

   =    
und

1
b

2

   =    




a


b








GegebensinddieVektoren
2

a
4

   =    
und

4
b

8

   =    




a


b





DerAnsatz
0 1

r
1 2

      =        
bedeutetanschaulich,dass

derVektorb


alseinVielfachesdesVektors

a


dargestelltwerdenkannundführtzum
folgendenLGS:


LGS: 0=1
 r=2 ⇒Widerspruch
 


Esgibt_______r,welchesdasLGSerfüllt.



DerAnsatz
2 4

r
4 8

      =        
bedeutetanschaulich,dass

derVektorb


alseinVielfachesdesVektors

a


dargestelltwerdenkannundführtzumfolgenden
LGS:


LGS: 2r=4
 4r=8



DasLGSistfürr=_____erfüllt.


Vektorb


kann_______________durch

VervielfachenvonVektora


erzeugt
werden.

Vektorb


istein______________________

vonVektora


.Mansagtauch,dieVektoren
sindkollinear.

WenninderEbeneeinVektorb


nicht

durcheineVielfacheseinesVektorsa



dargestelltwerdenkann,sinddieVektoren

a


undb



linearunabhängig.

WenninderEbeneeinVektorb


durchein

VielfacheseinesVektorsa


dargestellt
werdenkann,sinddieVektoren

a


undb



linearabhängig.

MathematischerAnsatzfürdieUntersuchungauflineareUnabhängigkeitund
AbhängigkeitinderEbene

r a b
 
⋅ = hatkeineLösung r a b

 
⋅ = hateineLösungfürr



ErgänzenSie:



DreiVektorenineinerEbenesindimmerlinear_________________________.
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Der Vektor 
3 2

p r
2 1

      = +     −   


 sei ein Ortsvektor. Bestimmen Sie für die in der Tabelle gegebenen Werte 

von  r  jeweils die Koordinaten der Ortsvektoren p


 und die Koordinaten der zum Vektor p


 jeweils 

zugehörigen Endpunkte P(x/y). Zeichnen Sie jeden Ortsvektor p


 und den Punkt P(x/y) in ein 

Koordinatensystem ein. 
 

Parameter 

r∈IR 
Ortsvektor zum Punkt P 

Koordinate des Punktes 
P(x/y) 

 
r = –1 

3 2 3 ___ ___
p __

2 1 2 ___ ___

                     = + = + =                    −         


 

 
P( ____ / _____ ) 

 
r = 0 

3 2 3 ___ ___
p __

2 1 2 ___ ___

                     = + = + =                    −         


 

 
P( ____ / _____ ) 

 
r = 0,5 

3 2 3 ___ ___
p __

2 1 2 ___ ___

                     = + = + =                    −         


 

 
P( ____ / _____ ) 

 
r = 1 

3 2 3 ___ ___
p __

2 1 2 ___ ___

                     = + = + =                    −         


 

 
P( ____ / _____ ) 

 
r = 1,5 

3 2 3 ___ ___
p __

2 1 2 ___ ___

                     = + = + =                    −         


 

 
P( ____ / _____ ) 

 

 
 
 
Beschreiben Sie den geometrischen Ort aller Endpunkte P: 
 
  
 
  
 
Stellen Sie diesen geometrischen Ort grafisch im Koordinatensystem dar, indem Sie die Punkte 
sinnvoll verbinden. 
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Information:ParameterdarstellungderGerade


ParameterdarstellungeinerGeraden: x p r u= +
  






















ParameterdarstellungvonGeradenmitKomponentenderVektoren


Geradeinderx1,x2-Ebene GeradeimRaum



1 1

2 2

1 1 1

2 2 2

p u
x r

p u

oder

x p u
r

x p u

      = +        

           = +               







1 1

2 2

3 3

1 1 1

2 2 2

3 3 3

p u

x p r u

p u

oder

x p u

x p r u

x p u

          = +           

                   = +                     








Anmerkung: DieinderAnalysisverwendeteFormy=mx+bfindetinderlinearenAlgebra

üblicherweisekeineAnwendung,dadieseFormderGeradendarstellungnurfürGeraden
inderEbeneundnichtfürGeradenimRaumgültigist.

Stützvektorp





DerStützvektorp


istein
Ortsvektorzueinem
beliebigen,aberbekann-
tenPunktaufderGera-
den.DerStützvektorlegt
damitdiePositionder
GeradenimKoordina-
tensystemfest.

DerVektor x


istein
Ortsvektorzueinem
beliebigenPunktXauf
derGeraden.

Richtungsvektoru





DerRichtungsvektoru



legtdieRichtung
(Steigung)derGeraden
imKoordinatensystem
fest.Manzeichnetu


in

derRegelausgehend
vonPein.

Mankannu


berechnen,
wennzweiPunkteAund
BaufderGeraden
bekanntsind.
 u AB b a= = −
   



DerParameterrdientzurLängenänderung
undbeinegativemVorzeichenauchzur

UmkehrungdesRichtungsvektors u


.Setzt

manfürreineZahlein,gelangtmanzu
einemPunktXaufderGeraden.
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Aufgabe8.2

StandardaufgabenbeiGeraden

ArbeitenSiedieuntenaufgeführtenBeispielezudenStandardaufgabenbeiGeradendurchundlösen
SieanschließendmitHilfedieserBeispieleAufgabenausdemSchulbuch.



1. ErstellenderParameterdarstellungderGeradengdurchzweibekanntePunkteP(1/0/2)

undQ(1/2/3)


P

Q

O

PQ
q

p
p

q







p


q


g






g: x p ru= +
  

  mitp


alsStützvektor

1

p 0

2

    =     


ergibtsichalsRichtungsvektor

1 1 0

u PQ 2 0 2

3 2 1

   −        = = − =        −   

 






AlternativkannmanauchdenOrtsvektorzumPunktQalsRichtungsvektorwählen.


g: x q ru= +
  

 mit q


alsStützvektor

1

q 2

3

    =     


ergibtsichalsRichtungsvektor

1 1 0

u QP 0 2 2

2 3 1

   −        = = − = −        − −   

 




Damiterhältmanzweiverschiedene,jedochgleichwertigeLösungen:


1 0

x 0 r 2

2 1

          = +           


 oder

1 0

x 2 r 2

3 1

          = + −        −   







DerRichtungsvektoru



entsprichtdemVektor
vonPnachQ
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Aufgabe8.2

StandardaufgabenbeiGeraden

ArbeitenSiedieuntenaufgeführtenBeispielezudenStandardaufgabenbeiGeradendurchundlösen
SieanschließendmitHilfedieserBeispieleAufgabenausdemSchulbuch.



1. ErstellenderParameterdarstellungderGeradengdurchzweibekanntePunkteP(1/0/2)

undQ(1/2/3)


P

Q

O

PQ
q

p
p

q

=
−

+

=

−







p


q


g






g: x p ru= +
  

  mitp


alsStützvektor

1

p 0

2

    =     


ergibtsichalsRichtungsvektor

1 1 0

u PQ 2 0 2

3 2 1

   −        = = − =        −   

 






AlternativkannmanauchdenOrtsvektorzumPunktQalsRichtungsvektorwählen.


g: x q ru= +
  

 mit q


alsStützvektor

1

q 2

3

    =     


ergibtsichalsRichtungsvektor

1 1 0

u QP 0 2 2

2 3 1

   −        = = − = −        − −   

 




Damiterhältmanzweiverschiedene,jedochgleichwertigeLösungen:


1 0

x 0 r 2

2 1

          = +           


 oder

1 0

x 2 r 2

3 1

          = + −        −   







DerRichtungsvektoru



entsprichtdemVektor
vonPnachQ
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2. DieKoordinateneinesPunkteBaufderGeradenberechnen,indemmanfürdenParameterr
einenvorgegebenenWerteinsetzt



g:

1 0

x 0 r 2

2 1

          = +           


 Fürr=4folgt:

1 0 1 0 1

b 0 4 2 0 8 8

2 1 2 4 6

       +                     = + ⋅ = + =                        +       


 alsoB(1/8/6)

P

O

p


b


g

u


B





3. Punktprobe,d.h.prüfen,obeinPunktaufeinerGeradengliegt


a)GegebensinddieGeradeg:

1 0

x 0 r 2

2 1

          = +           


undderPunktA(1/4/4)

Schritt1:
a p ru= +
  



1 1 0

4 0 r 2

4 2 1

                   = +                     




Schritt2:



1 1

4 0 2r r 2

4 2 r r 2

=
= + ⇒ =

= + ⇒ =






Ergebnis:KeinWiderspruch,alsoliegtderPunktAaufderGeradeng



ZeichnerischeInterpretationdesErgebnisses:

Dafürr=2berechnetwurde,istderVektor
vonPnachAdoppeltsolangwieder
Richtungsvektoru


.






DerVektorPB


ist
viermalsolangwieder
Vektoru


,wennmanfür

rdenWert4einsetzt.

Für x


wirdder
Ortsvektora


zum

PunktAeingesetzt.

ManformtdieVektorgleichung
ineinLGSumundprüftob
dieseswiderspruchsfreigelöst
werdenkann.
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b)GegebensinddieGeradeg:

1 0

x 0 r 2

2 1

          = +           


undderPunktB(1/2/2)

Schritt1:
b p ru= +
  



1 1 0

2 0 r 2

2 2 1

                   = +                     



Schritt2:


1 1

2 0 2r r 1

2 2 r r 0

=
= + ⇒ =

= + ⇒ =






Ergebnis: Widerspruch,alsoliegtderPunktBnichtaufderGeradeng.



ZeichnerischeInterpretationdesErgebnisses:

Der Punkt B kann durch Vervielfachen des
Richtungsvektorsu


nieerreichtwerden.







Übungen

Ü8.1 BegründenSie,warumeineGeradegbeliebigvieleGleichungeninParameterdarstellunghaben

kann,beidenendieStützvektorenvölligunterschiedlichunddieRichtungsvektorenkollinearsind.


 

 

 

 








ErgänzendeÜbungen: 
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b)GegebensinddieGeradeg:

1 0

x 0 r 2

2 1

          = +           


undderPunktB(1/2/2)

Schritt1:
b p ru= +
  



1 1 0

2 0 r 2

2 2 1

                   = +                     



Schritt2:


1 1

2 0 2r r 1

2 2 r r 0

=
= + ⇒ =

= + ⇒ =






Ergebnis: Widerspruch,alsoliegtderPunktBnichtaufderGeradeng.



ZeichnerischeInterpretationdesErgebnisses:

Der Punkt B kann durch Vervielfachen des
Richtungsvektorsu


nieerreichtwerden.







Übungen

Ü8.1 BegründenSie,warumeineGeradegbeliebigvieleGleichungeninParameterdarstellunghaben

kann,beidenendieStützvektorenvölligunterschiedlichunddieRichtungsvektorenkollinearsind.


 

 

 

 








ErgänzendeÜbungen: 
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Kapitel9:LagebeziehungvonGeraden

Aufgabe9.1

SiewissenausUntersuchungeninderEbenebereits,dasssichzweiGeradenschneidenkönnenund
dasssieparalleloderidentischseinkönnen.ImRaumkommteineweitereLagebeziehunghinzu,die
manalswindschiefbezeichnet.DieLagebeziehungenvonGeradenimRaumlassensichanschaulich
anFlugroutenvonFlugzeugen,diesichhierzurVereinfachunggeradlinigbewegen,veranschaulichen.
ErgänzenSiedazuindenfolgendenTextenfehlendeInformationen:








DieGeradengundhsind_______________.

DieRichtungsvektorenvongundhsind

linear_____________________.











DieGeradengundhsind_______________.

DieRichtungsvektorenvongundhsind

linear_____________________.






g

h

Die Flugrouten überschneiden 
sich in unterschiedlichen Höhen.



DieGeradengundh___________________

_____________________________________.

DieRichtungsvektorenvongundhsind

linear_____________________.


DieGeradengundhsind_______________

______________.

DieRichtungsvektorenvongundhsind

linear_____________________.
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Kapitel9:LagebeziehungvonGeraden

Aufgabe9.1

SiewissenausUntersuchungeninderEbenebereits,dasssichzweiGeradenschneidenkönnenund
dasssieparalleloderidentischseinkönnen.ImRaumkommteineweitereLagebeziehunghinzu,die
manalswindschiefbezeichnet.DieLagebeziehungenvonGeradenimRaumlassensichanschaulich
anFlugroutenvonFlugzeugen,diesichhierzurVereinfachunggeradlinigbewegen,veranschaulichen.
ErgänzenSiedazuindenfolgendenTextenfehlendeInformationen:








DieGeradengundhsind_______________.

DieRichtungsvektorenvongundhsind

linear_____________________.











DieGeradengundhsind_______________.

DieRichtungsvektorenvongundhsind

linear_____________________.






g

h

Die Flugrouten überschneiden 
sich in unterschiedlichen Höhen.



DieGeradengundh___________________

_____________________________________.

DieRichtungsvektorenvongundhsind

linear_____________________.


DieGeradengundhsind_______________

______________.

DieRichtungsvektorenvongundhsind

linear_____________________.



 



02-031-266 © 2013 Lehrerselbstverlag24.11.2013 Ursula Pirkl

– 56 – Kapitel 9

Geraden in der Ebene und im Raum

Lagebeziehung von Geraden
Kapitel9 GeradeninderEbeneundimRaum

LagebeziehungvonGeraden –56–



03.03.2014UrsulaPirkl

Umrechnerischzubestimmen,welcheLagebeziehungbeizweiGeradenvorliegt,gibtesmehrere
Wege.HiersollderWegbeschrittenwerden,derdengeringstenRechenaufwandmitsichbringtund
damitamwenigstenanfälligfürRechenfehlerist.


SchemafürdieUntersuchungderLagebeziehungbeiGeraden






Aufgabe9.2

BeispielefürBerechnungenzurLagebeziehungvonGeraden

ErgänzenSiebeidenfolgendenUntersuchungenzurderLagebeziehungvonGeradenfehlende
Angabenbzw.Rechnungen:


a)UntersuchenSiedieLagebeziehungderGeradeng:
5 2

x 3 r 1
2 3

                       

−
= +

−


undh:

1 2
x 5 s 1

4 3

                       

= + −
−





1. UntersuchungderRichtungsvektorenauf___________________________________________





2 2r 2 r 1

1 r 1 r 1

3 3r 1 r 1

2
r 1

3

    − = ⇒ =−       −= − ⇒ =− ⇒ =−         − = ⇒ =−  

−

−



DieRichtungsvektorensindlinear________________________.


2. Punktprobe:Stützvektorvongfür x


inheinsetzen


5 2 1 5 2r 1 r __

3 r 1 5 3 r 5 r __

2 3 4 2 3r 4 r __

     − +− = =              + = ⇒ + = ⇒ =                − − +− =− =     




3. Ergebnis:KeinWiderspruch⇒ gist________________________h.



Hiermussmannicht
unbedingtausführlich
rechnen,dadielineare
Abhängigkeitschon
durchgenauesHinsehen
erkennbarist.
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b)UntersuchenSiedieLagebeziehungderGeradeng:
5 2

x 3 r 1
2 3

                       

−
= +

−


undk:

2 4
x 3 s 2

1 6

                       

= + −





1. Wiebeia)erkenntmanauchohneRechnung,dassdieRichtungsvektorenlinearabhängigsind.



2. Punktprobe


5 2 2 5 2r ___ 2r 3
Widerspruch

3 r 1 3 3 r ___ r 0

2 3 1 2 3r ___

     − +− = − =       ⇒        + = ⇒ + = ⇒ =                − +− =     




3. Ergebnis:Widerspruch⇒ gist________________________k.(kurz:gIIk)








c) UntersuchenSiedieLagebeziehungderGeradeng:
5 2

x 3 r 1

2 3

   −       = +        −   
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7 3

x 2 s 2

5 0

          = +           




1. DurchgenauesHinsehenerkenntmanohneRechnung,dassdieRichtungsvektorenlinear

___________________sind.



2. Gleichsetzeng=nergibt:

5 2 7 3

3 r 1 2 s 2

2 3 5 0

       −                     + = +                        −       
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 II 3 + r = 2 + 2s 
 III 2 – 3r = 5   ⇒–3r=3 ⇒ r=____

 rinII ⇒  __=2+2s ⇒  s=0

 rundsinI ⇒  7 =7

KeinWiderspruch⇒dieGeraden______________________________.



3.Schnittpunktberechnen:ringodersinneinsetzen.
7 3 7

x 2 0 2 2

5 0 5


=

                   = + ⋅                     

  Schnittpunkt:S(___/___/___)




ZurErinnerung:
SowieeinWiderspruch
auftaucht,wirdnichtweiter-
gerechnet.

Soeinsetzen,dassso
wenigRechenaufwand
wiemöglichentsteht;
hierwirdsindieGeraden
eingesetzt.
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d)UntersuchenSiedieLagebeziehungderGeradeng:
5 2

x 3 r 1

2 3

   −       = +        −   


undm:

1 1

x 0 s 2

2 3

   −       = +        −   





1. UntersuchungderRichtungsvektorenauf___________________________________________





1 r 0,5
Widerspruch

2 r 2

3

2
r 1

3

   − =    ⇒    = ⇒ =         −  

−

−





2. Gleichsetzeng=nergibt:

5 2 1 1

3 r 1 0 s 2

2 3 2 3

       − −                     + = +                        − −       




LGSlösen: I 5 – 2r = 1 – s 
 II 3 + r = 0 + 2s 
 III 2 – 3r = 2 – 3s 
         

         

 I –2r + s = –4 –  weglassen
 II r – 2s = –3   
 III 3r + 3s = 0   3II–III
         

         

 IV   __s = __   
    s = 1   


 sinII ⇒  r–2=–3⇒ r=–1

 rundsinI ⇒  ______ =___ 

 ___ =___  Widerspruch


DieGeradensind__________________________________________.




IndenSchulbücherngibteseinegroßeAnzahlvonAufgabenzurBestimmungvonLagebeziehungen
beiGeraden.LösenSiedieseAufgabenmitHilfederBeispiele1bis4.







ErgänzendeÜbungen: 

 

 


DenWiderspruch
erkenntmanauchdurch
genauesHinsehen.

Kapitel10 MultiplikationvonVektoren
Skalarprodukt –59–



03.03.2014UrsulaPirkl

Kapitel10:Skalarprodukt


1. PhysikalischeBetrachtungenundBegründungdesAusdruckSkalarprodukt:


WievieleanderemathematischeVerfahren,findetdasProduktzweierVektoreneineAnwendungin
derPhysik.AusdemPhysikunterrichtwissenSie,dassmandieArbeitmitderFormel W F s= ⋅ 
berechnenkann.DieseFormelgiltindieserFormjedochnurunterderBedingung,dassFundsdie
gleicheRichtunghaben,damanindiesemSonderfalldenvektoriellenCharaktervonFunds
vernachlässigendarf.

ImallgemeinenFallmussmanberücksichtigen,dassdieGrößenFundsVektorensind,unddamitin
unterschiedlicheRichtungenzeigenkönnen.ManschreibtdieFormeldannwiefolgt:

Arbeit:
 

W F s= ⋅ 

DasProduktderbeidenVektorenindiesemAnwendungsfallergibtkeinenVektor,sonderneinenso
genanntenSkalar,dadieArbeitWkeineRichtunghat.AusdieserEigenschaftbeiderMultiplikation
zweierVektorenleitetmandenAusdruckSkalarproduktab.



2. EigenschaftendesSkalarproduktsveranschaulichtamBeispielderKraft


DiefolgendenAbbildungenzeigenjeweilseinenWagen,dersichwaagerechtnachrechtsinRichtung
desWeges s


bewegtundmitderKraftF


gezogenwird.DieWirkungderKraftfürdiegewünschte

BewegungistindendreiFällenallerdingsunterschiedlichgroß.ErgänzenSiefehlendeAngaben:


Fall1:  F s

 
 



F


s












F


zeigtindieRichtungdesWeges s


,d.h.

DieKraftF


undderWeg s


schließeneinenWinkel
vonα=___°ein.DiegesamteKraftistfürdie
BewegungwirksamundmankannohneBeachtung
desVektorcharaktersmitdenBeträgenrechnen.


Esgilt: W F s= ⋅
 

,wennF s
 
 

Fall2:  F s⊥
 




F


s


90= °






MiteinerKraft,diesenkrechtnachobenzeigt,kann
mandenWagennichtindieRichtungdeshorizontalen
Weges s


ziehen,höchstenshochheben.Damitistdie

KraftfürdiegewünschteBewegungnichtwirksamund
eswirdinphysikalischemSinnkeineArbeitverrichtet.


Esgilt: W F s ____= ⋅ =
 

,wennF s⊥
 



DiesesAnwendungsbeispielverdeutlichanschaulich
einewichtigeEigenschaftdesSkalarprodukts:




DasSkalarproduktzweierorthogonalerVektorenistimmer________.
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F


s












F
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AllgemeinerFall:
DieKraftF


undderWeg s


schließeneinen

beliebigenWinkelein



F


s


α

wirksamF






NurderTeilderKraft,derindieRichtungdesWeges
s


zeigt,also wirksamF


istfürdieBewegungunddamit
fürdieverrichteteArbeitWwirksamundesgiltsomit
entsprechendzumFall1: wirksamW F s= ⋅

 



DerwirksameTeilderKraft wirksamF


hängtvom

_____________zwischendemWegs


undderKraft

F


ab.

Winkelbeziehungfür α :


wirksam

wirksam

F
cos also F ____________

F
α= =




 


FürdieBerechnungderArbeitgiltdaherallgemein:


W F s F s cos α= ⋅ = ⋅
   




Aufgabe10.1


ErläuternSie,wiedieFormel W F s F s cosα= ⋅ = ⋅
   

zurBerechnungderArbeithergeleitetwerden

kann.

 

 

 


Aufgabe10.2

ZeigenSiedurchEinsetzenderentsprechendenWinkel,dassdieFälle1und2inderFormelfürden
allgemeinenFallenthaltensind:


0 W _________________________________________________

90 W _________________________________________________

α

α

= ° ⇒ =

= ° ⇒ =






3. DieDefinitiondesSkalarprodukts

ErsetztmanF


und s


durchzweibeliebigeVektorena


undb


,giltfürdasSkalaprodukt:




Skalarprodukt: a b a b cos α⋅ = ⋅
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4. DieKoordinatenformdesSkalarprodukts


Aufgabe10.3


InderEbenesinddieOrtsvektoren


 1 1

2 2

a b6 4
a und b

a b8 3

            = = = =                

 
gegeben.



a)ZeichnenSiedieVektorena und b

 
miteinem

LinealindasKoordinatensystemnebenanein.

b)MessenSiedenvondenVektoren a und b

 


eingeschlossenenWinkelsogenauwiemöglich
mitdemGeodreieck:


α=_________
 


c)BerechnenSiedenBetrag(Länge)derVektoren.

a =


_________ 

b =


_________ 




d)BerechnenSiedasSkalarproduktderVektorena und b
 

mitHilfederberechnetenLängenunddes
gemessenenWinkels:



a b = a b cos⋅ ⋅ =
   

________________________________________________________________



e)BerechnenSienunausdenKoordinatenderVektorena und b

 
diefolgendeSumme:


a1·b1+a2·b2= 

VergleichenSiedasErgebnismitdemunterd)berechnetenSkalarprodukt.

DieErgebnissesind 



f) BegründenSieaufBasisdesErgebnissesine),warumdasSkalarproduktauchwiefolgtberechnet

werdenkann:a b =⋅
 

a1·b1+a2·b2
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4. DieKoordinatenformdesSkalarprodukts


Aufgabe10.3


InderEbenesinddieOrtsvektoren


 1 1

2 2

a b6 4
a und b

a b8 3

            = = = =                

 
gegeben.



a)ZeichnenSiedieVektorena und b

 
miteinem

LinealindasKoordinatensystemnebenanein.

b)MessenSiedenvondenVektoren a und b

 


eingeschlossenenWinkelsogenauwiemöglich
mitdemGeodreieck:


α=_________
 


c)BerechnenSiedenBetrag(Länge)derVektoren.

a =


_________ 

b =


_________ 




d)BerechnenSiedasSkalarproduktderVektorena und b
 

mitHilfederberechnetenLängenunddes
gemessenenWinkels:



a b = a b cosα⋅ ⋅ =
   

________________________________________________________________



e)BerechnenSienunausdenKoordinatenderVektorena und b

 
diefolgendeSumme:


a1·b1+a2·b2= 

VergleichenSiedasErgebnismitdemunterd)berechnetenSkalarprodukt.

DieErgebnissesind 



f) BegründenSieaufBasisdesErgebnissesine),warumdasSkalarproduktauchwiefolgtberechnet

werdenkann:a b =⋅
 

a1·b1+a2·b2
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5.ÜberblickzurDefinitiondesSkalarprodukts


DefinitiondesSkalarprodukteszweierVektorenmitHilfedeseingeschlossenenWinkels:

a b = a b cos α⋅ ⋅
   





DefinitiondesSkalarprodukteszweierVektoreninKoordinatenform:

Ebene: 1 1
1 1 2 2

2 2

a b
a b = a b a b

a b

      ⋅ ⋅ = ⋅ + ⋅            

 
Raum:

1 1

2 2 1 1 2 2 3 3

3 3

a b

a b = a b a b a b a b

a b

            ⋅ ⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅               

 





Aufgabe10.4
a) LesenSieineinergeeignetenQuelledenBeweisfürdieGültigkeitderRegelnimKastenoben

nach.
b) InformierenSiesichmitHilfeeinergeeignetenQuelleüberdieRechengesetzefürdas

Skalarprodukt.



6. FolgerungenausdemSkalarprodukt


a)MitHilfedesSkalarproduktskannmanüberprüfen,obzweiVektorenorthogonalsind.


Wenn a b⊥
 

erfülltist,danngilt: 1 1 2 2 3 3a b = 0 oder a b a b a b 0⋅ + + =
 





b)FormtmandieFormelzurDefinitiondesSkalarproduktsnachcos αum,sokannmanden
eingeschlossenenWinkelzwischendenVektorena und b

 
berechnen.DieberechnetenWertefür

dieWinkelliegenimIntervall[0°;180°]


Winkelzwischen
zweiVektoren
a


und b


:

α


90α< ° 




oder
α


90α> ° 


a b

cos
a b

α
⋅

=
⋅

 
  




c) HinweiszumSchnittwinkelvonGeraden:
DenSchnittwinkelvonGeradenberechnetmanmitHilfederRichtungsvektorenu und v

 
der

beidenGeraden.BeimSchnittvonzweiGeradengundhentstehenPaarwinkel,vondeneneiner
größerals90°undeinerkleinerals90°ist.DenkleinerenWinkelα,deralsSchnittwinkelvon
Geradenbezeichnetwird,erhältman,wennmanimZählerdenBetragdesSkalarprodukts
verwendet.OhneBetragsstricheerhältmandenvondenVektoreneingeschlossenenWinkel,und
derkanndanngrößerals90°sein:








u v
cos

u v
α

⋅
=

⋅

 

  liefertinbeidenFällenα
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Aufgabe10.5

DiefolgendenBeispielezeigengrundlegendeAnwendungenunddenUmgangmitdenAnwendungen
desSkalarprodukts.ErgänzenSiefehlendeAnmerkungenundRechenschritte.


1. BerechnendesWinkelszwischenzweiVektoren

1

a 3

1

=

−

        


und

1

b 3

4

= −

−

        


.

MansetztbeideVektorenindieFormelfürdieBerechnungdesWinkelsein.
 



1

___ ___

___ ___

___ ___a b
cos

a b

___ ___ ___ ___ ___ ___

___ ____ ___
0,24

_____

cos ( 0.24) 104−

⋅

⋅
= =

⋅
+ + ⋅ + +

+ +
= =−

⇒ = − ≈ °

                     
 
 

















104= °
a


b





2. BerechnendesSchnittwinkelszwischendenGeradeng:

0 1

x 3 r 3

3 1

= − +

−

                     


undh:

1 1

x 6 r 3

10 4

   −        = + −        −   




MansetztdieRichtungsvektorenderGeradenindieFormelein.(BeachtenSiedabei,dassdie
RichtungsvektorenmitdenVektorenaus1.übereinstimmen.)

1

u v
cos

u v

___ ___ ___ ___ ___ ___

0,24

_____

cos (0.24) 76

___ ___

___ ___

___ ___

___ ____ ___

−

⋅
= =

⋅
+ + ⋅ + +

= =

⇒ = ≈ °

          ⋅           

+ +

 
 












u


v


76= °

104°





ErläuternSiedieWirkungderBetragsstricheimZählerdesBruchs:
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Aufgabe10.5

DiefolgendenBeispielezeigengrundlegendeAnwendungenunddenUmgangmitdenAnwendungen
desSkalarprodukts.ErgänzenSiefehlendeAnmerkungenundRechenschritte.


1. BerechnendesWinkelszwischenzweiVektoren

1

a 3

1

=

−

        


und

1

b 3

4

= −

−

        


.

MansetztbeideVektorenindieFormelfürdieBerechnungdesWinkelsein.
 



1

___ ___

___ ___

___ ___a b
cos

a b

___ ___ ___ ___ ___ ___

___ ____ ___
0,24

_____

cos ( 0.24) 104

α

α
−

⋅

⋅
= =

⋅
+ + ⋅ + +

+ +
= =−

⇒ = − ≈ °

                     
 
 

















104α= °
a


b





2. BerechnendesSchnittwinkelszwischendenGeradeng:

0 1

x 3 r 3

3 1

= − +

−

                     


undh:

1 1

x 6 r 3

10 4

   −        = + −        −   




MansetztdieRichtungsvektorenderGeradenindieFormelein.(BeachtenSiedabei,dassdie
RichtungsvektorenmitdenVektorenaus1.übereinstimmen.)

1

u v
cos

u v

___ ___ ___ ___ ___ ___

0,24

_____

cos (0.24) 76

___ ___

___ ___

___ ___

___ ____ ___

α

α
−

⋅
= =

⋅
+ + ⋅ + +

= =

⇒ = ≈ °

          ⋅           

+ +

 
 












u


v


76α= °

104°





ErläuternSiedieWirkungderBetragsstricheimZählerdesBruchs:
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3. Prüfen,obzweiVektorenoderzweiGeradenorthogonalsind.


a)ErläuternSiefolgendeRechnung:


10

a b 0 cos 0 cos (0) 90
a b

α α
−⋅ = ⇒ = = ⇒ = = °

⋅

 
  


 

 





4. GegebensinddieGeradeng:

1 1

x 4 r 3

6 1

      
= +      

−   


,h:

3 1

x 1 r 3

9 0

−      
= − +         


unddieGeradei:

0 0

x 0 r 1

2 3

      
= +         


.

AlledreiGeradenliegenineinerEbeneundhabenjeweilseinenSchnittpunkt.GebenSiean,welche
derGeradenorthogonalsind,indemSiediefolgendenRechnungenunddenTextergänzen:


1 1

u v 3 3 ____ ____ ____ 8

1 0

−      
⋅ = ⋅ = + + =      

−   
 








DieGeraden___und___sind____________________

1 0

u w 3 1 ____ ____ ____ 0

1 3

      
⋅ = ⋅ = + + =      

−   
 






DieGeraden___und___sind____________________

1 0

v w 3 1 ____ ____ ____ 3

0 3

−      
⋅ = ⋅ = + + =         
 






DieGeraden___und___sind____________________





ErgänzendeÜbungen: 
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Kapitel11:Vektor-oderKreuzprodukt

NebendemSkalarprodukt,beidemdasErgebnisderMultiplikationeinSkalarist,gibteseineweitere
MöglichkeitVektorenmiteinanderzumultiplizieren.WiederNameVektorproduktausdrückt,istdas
ErgebnisdieserMultiplikationeinVektor.

EineAnwendungdieserMultiplikationistinderPhysikbeiBerechnungderLorentzkraft,diebeider
BewegunggeladenerTeilchenimMagnetfeldauftritt,zufinden.

DieDefinitiondesVektor-oderKreuzproduktszweierVektorendesRaumsa xb

 
(sprich:akreuzb)

kanninjedemTafelwerknachgeschlagenwerdenundlautet:


DefinitionVektorprodukt:
1 1 2 3 3 2

2 2 3 1 1 3

3 3 1 2 2 1

                         
  a b a b a b

a xb a x b a b a b

a b a b a b




NebenderAnwendungdieserFormelkannmanauchgeeigneteTaschenrechnereinsetzen,umdas
Vektorproduktzuermitteln.EsbestehtzudemdieMöglichkeitdiesesProduktmanuellzuberechnen.
Hierbeiwirdersichtlich,warummandiesesProduktauchalsKreuzproduktbezeichnet.

BerechnungdesKreuzproduktsohneVerwendungderFormeloderdesTaschenrechners:

















2 3 1 1 3 1 1 3 4

1 x 1 3 3 2 1 9 2 7

3 1 2 1 ( 1) 3 2 3 5

2 3

                                              















1.Schritt
Erste
Komponente
beider
Vektorenunten
anhängen.

2.Schritt
x-Komponenteberechnen:

2 3

1 1

3 1

2 3

                1 1 3 1⇒− ⋅ − ⋅


y-undz-Komponentenwerden
überKreuzmultipliziert.

3.Schritt
y-Komponenteberechnen:

2 3

1 1

3 1

2 3

               
3 3 2 1⇒ ⋅ − ⋅


z-undangehängtex-Komponenten
werdenüberKreuzmultipliziert.

4.Schritt
z-Komponenteberechnen:

2 3

1 1

3 1

2 3

               
2 1 ( 1) 3⇒ ⋅ − − ⋅


x-undy-Komponentenwerdenüber
Kreuzmultipliziert.
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Kapitel11:Vektor-oderKreuzprodukt

NebendemSkalarprodukt,beidemdasErgebnisderMultiplikationeinSkalarist,gibteseineweitere
MöglichkeitVektorenmiteinanderzumultiplizieren.WiederNameVektorproduktausdrückt,istdas
ErgebnisdieserMultiplikationeinVektor.

EineAnwendungdieserMultiplikationistinderPhysikbeiBerechnungderLorentzkraft,diebeider
BewegunggeladenerTeilchenimMagnetfeldauftritt,zufinden.

DieDefinitiondesVektor-oderKreuzproduktszweierVektorendesRaumsa xb

 
(sprich:akreuzb)

kanninjedemTafelwerknachgeschlagenwerdenundlautet:


DefinitionVektorprodukt:
1 1 2 3 3 2

2 2 3 1 1 3

3 3 1 2 2 1

−          
= = −          

−     
  a b a b a b

a xb a x b a b a b

a b a b a b




NebenderAnwendungdieserFormelkannmanauchgeeigneteTaschenrechnereinsetzen,umdas
Vektorproduktzuermitteln.EsbestehtzudemdieMöglichkeitdiesesProduktmanuellzuberechnen.
Hierbeiwirdersichtlich,warummandiesesProduktauchalsKreuzproduktbezeichnet.

BerechnungdesKreuzproduktsohneVerwendungderFormeloderdesTaschenrechners:

















2 3 1 1 3 1 1 3 4

1 x 1 3 3 2 1 9 2 7

3 1 2 1 ( 1) 3 2 3 5

2 3

− ⋅ − ⋅ − − −                  
− = ⋅ − ⋅ = − =                  

⋅ − − ⋅ +          















1.Schritt
Erste
Komponente
beider
Vektorenunten
anhängen.

2.Schritt
x-Komponenteberechnen:

2 3

1 1

3 1

2 3

      
−          1 1 3 1⇒− ⋅ − ⋅


y-undz-Komponentenwerden
überKreuzmultipliziert.

3.Schritt
y-Komponenteberechnen:

2 3

1 1

3 1

2 3

      
−         

3 3 2 1⇒ ⋅ − ⋅


z-undangehängtex-Komponenten
werdenüberKreuzmultipliziert.

4.Schritt
z-Komponenteberechnen:

2 3

1 1

3 1

2 3

      
−         

2 1 ( 1) 3⇒ ⋅ − − ⋅


x-undy-Komponentenwerdenüber
Kreuzmultipliziert.
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EigenschaftendesVektorprodukts a x b c=

  



1. DerVektorc


istorthogonalzudenVektorena und b

 





Aufgabe11.1



a


b


c



ErgänzenunderläuternundSiediefolgendeRechnung:


1 3 ___________ 1

2 x 1 ___________ 2

1 1 ___________ 5

              
= =              

−       





 

1 1

2 2 _____ _____ _____ 0

1 5

      
⋅ = + + =      

−   


3 1

1 2 _____ _____ _____ 0

1 5

      
⋅ = + + =      

−   





 

 

 


2. DasVektorproduktisteinRechtssystem.











DieRichtungvonVektor c


hängtdavon
ab,obmandasProdukt
a x b oder b x a
   

berechnet,undkannmit
derRechte-Hand-Regelermitteltwerden.




a x b c=

  




a


b


c




b x a c= −

  





a


b


c




Aufgabe11.2
WeisenSiedurchdasfolgendeBeispielnach,dassgilt:a x b (b x a)= −

   


1 3

2 x 2

1 2
_______________________________________________________________

3 1

2 x 2

2 1
_______________________________________________________________

      
− =      

−   
      

− =      
−   

DerVektoranderersten
Position,hiera


,zeigtin

RichtungDaumen.

DerVektoranderzweiten
Position,hierb


,zeigtin

RichtungZeigefinger.
c


zeigtin
Richtung
Mittelfinger.

Vertauschenvon
a


undb


bewirkt
Umkehrungvon c


.
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3. MitdemVektorproduktkannmanFlächenberechnen.

FürdieFlächeeinesParallelogramms,dasdurch
dieVektorena und b

 
aufgespanntwird,gilt:






FürdasmarkierteDreieckgiltdemnach:


ParallelogrammA a xb
 

a


b





a


b


Dreieck

1
A a xb

2

 





Aufgabe11.3

ZeigenSie,dassdieGrundflächederabgebildetenPyramideeineRauteist,undergänzenbzw.
erläuternSiedieBedeutungdernachfolgendendreiBerechnungen:








 


Berechnung1:


2 2

_____ 3 x 3

0 0

__________ ___

__________ ___

__________ ___

144 12

               
               





Erläuterung:

 

 

 

 

 



Berechnung2:


Erläuterung:
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3. MitdemVektorproduktkannmanFlächenberechnen.

FürdieFlächeeinesParallelogramms,dasdurch
dieVektorena und b

 
aufgespanntwird,gilt:






FürdasmarkierteDreieckgiltdemnach:


ParallelogrammA a xb=

 

a


b





a


b


Dreieck

1
A a xb

2
=

 





Aufgabe11.3

ZeigenSie,dassdieGrundflächederabgebildetenPyramideeineRauteist,undergänzenbzw.
erläuternSiedieBedeutungdernachfolgendendreiBerechnungen:








 


Berechnung1:


2 2

_____ 3 x 3

0 0

__________ ___

__________ ___

__________ ___

144 12

−      
=          
      

= =         
= =





Erläuterung:

 

 

 

 

 



Berechnung2:


Erläuterung:
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v 
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3. MitdemVektorproduktkannmanFlächenberechnen.

FürdieFlächeeinesParallelogramms,dasdurch
dieVektorena und b

 
aufgespanntwird,gilt:






FürdasmarkierteDreieckgiltdemnach:


ParallelogrammA a xb
 

a


b





a


b


Dreieck

1
A a xb

2

 





Aufgabe11.3

ZeigenSie,dassdieGrundflächederabgebildetenPyramideeineRauteist,undergänzenbzw.
erläuternSiedieBedeutungdernachfolgendendreiBerechnungen:








 


Berechnung1:


2 2

_____ 3 x 3

0 0

__________ ___

__________ ___

__________ ___

144 12

               
               





Erläuterung:

 

 

 

 

 



Berechnung2:


Erläuterung: 

 
2 0

1
_____ 4 3 x 3

2
0 5

_________ ___

2 _________ 2 ___

_________ ___

2 2 361 38
__________________

      
= ⋅          

      
= ⋅ =         
= = =

 

 
  
 
  
 
  
 
  
 
  
 

 
 
Berechnung 3: 
 
A = 12 + 38 = 50 

 
 
Erläuterung 
 
  

 
 
 

3. Mit dem Vektorprodukt kann man Volumen berechnen 
 
 
 
 
 
a) Volumen eines Spats 

 

( )V a xb c= ⋅
r r r

a
r

b
r

c
r

 
 
 
 
 
b) Volumen einer Pyramide mit dreieckiger 

Grundfläche 

( )
1

V a xb c
6

= ⋅
r r r

a
r

b
r

c
r

 
 
 
c) Volumen einer beliebigen Pyramide deren 

Grundfläche von den Vektoren 
a und b
r r

aufgespannt wird, d.h. ein 
Parallelogramm, ein Rechteck oder ein 
Quadrat ist. 

c
r

a
r

b
r

( )
1

V a xb c
3

= ⋅
r r r

 
 
 

Ergänzende Übungen:   
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Kapitel 12: Darstellung von Ebenen 
 
Aufgabe 12.1 
 
Während Geraden im Raum in der linearen Algebra nur mit Hilfe der Parametergleichung angegeben 
werden, kann man Ebenen mit drei verschiedenen Darstellungsformen beschreiben. Erarbeiten Sie sich 
mit Hilfe der folgenden Informationen und Aufgabenstellungen die Ebenendarstellung im Raum. 
 
1. Ebenen in Parameterdarstellung 

Sie wissen bereits, dass eine Gerade durch zwei Punkte P und Q mit Hilfe der Parametergleichungen 

g: x p sPQ= +

  
  oder  g: x p su= +

  
 angegeben wird. Wie man aus der folgenden Abbildung erkennt, 

kann durch Hinzufügen eines dritten Punktes R und damit durch Hinzufügen eines zweiten Vektors 
von P nach R eine Ebene festgelegt werden (vgl. Kapitel 7 Lineare Unabhängigkeit). Durch 

Linearkombination der beiden Vektoren u


 und v


 entsteht entsprechend zur Geradengleichung eine 
Ebenengleichung in Parameterdarstellung.  
 

 

:
   

PE x p r u s v= + +  
 

p


u


v


x


 

Bezeichnungen: 
 
x


: Ortsvektor zu einem beliebigen Punkt 
auf der Ebene 

 
p


: Stützvektor der Ebene = Ortsvektor 
zum Punkt P 

 
u


: Spannvektor u PQ=

 
 

 
v


: Spannvektor v PR=

 
 

 
 
 
 
 
 
 
Um die Lage von Ebenen im Raum anschaulich darzustellen, werden Ebenen, wie im folgenden 
Beispiel, oft mit Hilfe ihrer Achsenabschnitte im Koordinatensystem dargestellt. 
 
Beispiel 1 
 
Gegeben ist eine Ebene, welche die folgenden Punkte enthält: P(4/0/0), Q(0/2/0) und R(0/0/2) 
 

p


u


v


 

Man spricht bei Ebenen nicht mehr 
von einem Richtungsvektor, sondern 

von zwei Spannvektoren u


 und v


, 
welche die Ebene aufspannen. 

Das Dreieck PQR 
ist nur ein 
Ausschnitt der ins 
unendliche 
ausgedehnten 
Ebene E. 

  

x p r PQ sPR

4 4 4

E : x 0 r 2 s 0

0 0 2

= + +

− −          
= + +               

   

  

 
oder mit gekürzten Spannvektoren 
 

  

4 2 2

E : x 0 r 1 s 0

0 0 1

− −          
= + +               
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AnhandderfolgendenAbbildungwirdnundieÜberlegung,diederEbenendarstellungin
Normalenformzugrundeliegt,erläutert:



n


PX


p




Bezeichnungen:

x


: Ortsvektorzueinembeliebigen
unbekanntenPunktaufderEbene


p


: StützvektorderEbene=Ortsvektorzum
PunktP


n


: beliebigerRepräsentantdes
NormalenvektorsderEbeneE


PX


:VektorvomPunktP(p1/p2/p3)zumPunkt
X(x1/x2/x3)








DieEbenengleichungergibtsichausderZusammenfassungderdreiÜberlegungen:












:
   1 1

N 2 2

3 3

x p n

E x p n 0 oder y p n 0

z p n

                           








FürdasBeispiel1giltdamit:




N

4 1

E : x 0 2 0

0 2

                    


oder N

x 4 1

E : y 0 2 0

z 0 2

                              


2. Beiorthogonalen
Vektorenistdas
SkalarproduktNull:
PX n 0
 




1. DerVektorn


undder
VektorPX


sind

orthogonal:
 3. FürdenVektorPX




gilt:PX x p
  




2. Ebenen in Normalendarstellung 

Für die Normalendarstellung der Ebene benötigt man einen Stützvektor p
r

 und einen beliebigen 
Repräsentanten des Vektors, der orthogonal zur Ebene E verläuft. Dieser Vektor wird als  
Normalenvektor 

r
n  der Ebene bezeichnet. Wie man den folgenden Abbildungen entnehmen kann, 

legen der Stützvektor die Position der Ebene und der Normalenvektor die Lage der Ebene im Raum 
fest. 
 
 
 
 
 
 
 

p
ur

n
ur

x
ur

n
ur

n
ur

 

p
ur

n
ur

n
ur

n
ur

 
 
 
Begründen Sie, warum man den Normalenvektor einer Ebene mit Hilfe des Vektorprodukts 
bestimmen kann, in dem Sie den folgenden Satz vervollständigen: 
 
Das Vektorprodukt aus zwei Vektoren u und v

r r
 

 
erzeugt einen Vektor, der _________________ zu 
den beiden Vektoren u und v

r r
verläuft und damit 

senkrecht auf der Ebene steht, die von den Vektoren 
 
 ___ und ___ aufgespannt wird. Damit gilt für den 
Normalenvektor n

r
 der Ebene: 

 

n u x v=

r r r
 

 

 
 

n
ur

u
ur

v
ur

 

 
 
 
 
Für die Zahlenwerte aus Beispiel 1 gilt damit: 
 

4 4 ___________ ___ 1

n u x v 2 x 0 ___________ ___ 4 2

0 2 ___________ ___ 2

− −                  
= = = = =                           

r r r
 

 

Die Lage der Ebene wird durch den Normalenvektor 
bestimmt. Ändert der Normalenvektor seine 
Richtung, verändert sich auch die Lage der Ebene. 

Der Stützvektor p
r

 ist 
der Ortsvektor eines 
beliebigen bekannten 
Punktes auf E. 

Normalenvektoren 
darf man genau 
wie Spannvektoren 
kürzen. 
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AnhandderfolgendenAbbildungwirdnundieÜberlegung,diederEbenendarstellungin
Normalenformzugrundeliegt,erläutert:



n


PX


p




Bezeichnungen:

x


: Ortsvektorzueinembeliebigen
unbekanntenPunktaufderEbene


p


: StützvektorderEbene=Ortsvektorzum
PunktP


n


: beliebigerRepräsentantdes
NormalenvektorsderEbeneE


PX


:VektorvomPunktP(p1/p2/p3)zumPunkt
X(x1/x2/x3)








DieEbenengleichungergibtsichausderZusammenfassungderdreiÜberlegungen:












( ):
   1 1

N 2 2

3 3

x p n

E x p n 0 oder y p n 0

z p n

          
− ⋅ = − ⋅ =                 









FürdasBeispiel1giltdamit:




N

4 1

E : x 0 2 0

0 2

        
− ⋅ =            


oder N

x 4 1

E : y 0 2 0

z 0 2

            
− ⋅ =                  



2. Beiorthogonalen
Vektorenistdas
SkalarproduktNull:
PX n 0⋅ =
 




1. DerVektorn


undder
VektorPX


sind

orthogonal:
 3. FürdenVektorPX




gilt:PX x p= −
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3. DarstellungeinerEbeneinKoordinatenform

MultpliziertmandasSkalarproduktderEbeneausderNormalendarstellungaus,soerhältmandie
EbeneinKoordinatendarstellung.



1 1

2 2

3 3

1 1 1

2 2 2

3 3 3

1 2 3 1 1 2 2 3 3

1 2 3

x p n

y p n 0

z p n

x n p n

y n p n 0

z n p n

n x n y n z (n p n p n p ) 0

n x n y n z d

            
− ⋅ =                  

              ⇒ ⋅ − ⋅ =                     
⇒ + + − + + =

⇒ + + =





InTafelwerkenfindetmandieKoordinatendarstellunginderRegelinderfolgendenForm:



:


k

a

E ax by cz d mit n b

c

  
+ + = =    







ZeigenSiedurchAusmultiplizierenderNormalendarstellung,dasssichdieEbeneausBeispiel1,wie
untenangegeben,darstellenlässt:



K

___ ___ ___

___ ___ ___ 0

___ ___ ___

___ ___ ___ ___

___ ___ ___ ___ 0

___ ___ ___ ___

_____ _____ _____ (_____ _____ _____) 0

E : x 2y

            
− ⋅ =                  

              ⇒ ⋅ − ⋅ =                     
⇒ + + − + + =

+ 2z 4+ =






Damandie
Zahlenwertevonni
undpikennt,ergibt
dieseSummeeinen
Zahlenwert,denman
mitdbezeichnet.

Wichtig:
DieVorfaktorenvonx,
yundzentsprechen
denKomponenten
desNormalenvektors.

Kapitel12 EbenenimRaum
DarstellungvonEbenen –73–



03.03.2014UrsulaPirkl

Aufgabe12.2

EineEbeneFistdurchdiePunkteA(–4/1/3),B(1/0,5/1)undC(2/–3/4)gegeben.

a)ZeigenSiedurchRechnung,dasssichbeiderWahlvonPunktAalsStützpunktfürdieEbenedie

folgendeEbenengleichunginParameterdarstellungergibt: P

4 10 6

E : x 1 r 1 s 4

3 4 1

                         








b)ErmittelnSiedieNormalendarstellungderEbeneF.(ZurKontrolle: N

x 4 17

E : y 1 34 0

z 3 34

                              
)
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Aufgabe12.2

EineEbeneFistdurchdiePunkteA(–4/1/3),B(1/0,5/1)undC(2/–3/4)gegeben.

a)ZeigenSiedurchRechnung,dasssichbeiderWahlvonPunktAalsStützpunktfürdieEbenedie

folgendeEbenengleichunginParameterdarstellungergibt: P

4 10 6

E : x 1 r 1 s 4

3 4 1

−          
= + − + −          

−     








b)ErmittelnSiedieNormalendarstellungderEbeneF.(ZurKontrolle: N

x 4 17

E : y 1 34 0

z 3 34

 −           
− ⋅ =                  

)
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c) ErmittelnSiedieGleichungderEbeneFinKoordinatendarstellungundzeigenSie,dassdas
ErgebnismitderKoordinatendarstellungderEbeneEimBeispiel1vonAufgabe12.1übereinstimmt.





Aufgabe12.3

VergleichenSiedieErgebnisseausdenAufgaben12.1und12.2undergänzenSie:


• DieParameterdarstellungenderEbenenEundFweisen______________Gemeinsamkeiten

aufundmankann______erkennen,dassessichumdiegleichenEbenenhandelt.


• DieNormalendarstellungenderEbenenEundFhaben____________________________

Stützvektoren,dieNormalenvektorensind_______________________.


• DieKoordinatendarstellungderEbenenEundFist______________________.


• Wennmanüberprüfenmöchte,obzweiEbenenidentischsind,gilt:

Die__________________darstellungistdafürungeeignet,daeinunddieselbeEbene

verschiedeneGleichungenhabenkann.

Die__________________darstellungistambestengeeignet,dagleicheEbenenidentische

Gleichungenhaben.
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Aufgabe12.4

ZusammenhangderKoordinatendarstellungeinerEbeneundihrerAchsenabschnitte

DieEbeneausdemEinstiegsbeispielinAufgabe12.1sollhiererneutzurDarstellungder
Zusammenhängeherangezogenwerden.


x

y

1

4321

2

3

1
2

3
4

5

z

P(4/0/0)

R(0/2/0)

Q(0/0/2)

p


u


v





Koordinatengleichungindereinfachsten
Darstellung:



EK: x+2y+2z=4





UmformungderKoordinatengleichung

WennmandieermittelteKoordinatendarstellungderEbeneEsoumformt,dassaufderrechtenSeite
desGleichheitszeichenseine1steht,erhältmandieGleichung:


x y z
1

4 2 2




FormulierenSieeinenZusammenhangzwischendenNennernderumgeformtenKoordinatendarstellung
derEbeneEsowiedenKoordinatenderAchsenabschnitte,indemSiediefolgendenLücken
vervollständigen:

x y z
1

4 2 2



StelltmaneineEbeneinderKoordinatendarstellungsodar,dassrechtsvomGleichheitszeichen
eine1stehtundimZählerderBrüchelinksvomGleichheitszeichennurx,yundzohneVorfaktoren
erscheinen,sokannmandie________________________derEbeneanhandderNennerbestimmen.



DieseFormderKoordinatendarstellungeinerEbenewirdauchalsAchsenabschnittsformbezeichnet.
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Aufgabe12.4

ZusammenhangderKoordinatendarstellungeinerEbeneundihrerAchsenabschnitte

DieEbeneausdemEinstiegsbeispielinAufgabe12.1sollhiererneutzurDarstellungder
Zusammenhängeherangezogenwerden.


x

y

1

4321

2

3

1
2

3
4

5

z

P(4/0/0)

R(0/2/0)

Q(0/0/2)

p


u


v





Koordinatengleichungindereinfachsten
Darstellung:



EK: x+2y+2z=4





UmformungderKoordinatengleichung

WennmandieermittelteKoordinatendarstellungderEbeneEsoumformt,dassaufderrechtenSeite
desGleichheitszeichenseine1steht,erhältmandieGleichung:


x y z
1

4 2 2
+ + =



FormulierenSieeinenZusammenhangzwischendenNennernderumgeformtenKoordinatendarstellung
derEbeneEsowiedenKoordinatenderAchsenabschnitte,indemSiediefolgendenLücken
vervollständigen:

x y z
1

4 2 2
+ + =



StelltmaneineEbeneinderKoordinatendarstellungsodar,dassrechtsvomGleichheitszeichen
eine1stehtundimZählerderBrüchelinksvomGleichheitszeichennurx,yundzohneVorfaktoren
erscheinen,sokannmandie________________________derEbeneanhandderNennerbestimmen.



DieseFormderKoordinatendarstellungeinerEbenewirdauchalsAchsenabschnittsformbezeichnet.
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4. EineEbene–DreiverschiedeDarstellungen–ZusammenhängeamBeispielausAufgabe12.1



Die Ebene E enthält die Punkte:

P(4/0/0)              Q(0/2/0)           R(0/0/2)

Ortsvektor von P 
als Stützvektor 

wählen

Spannvektoren aus
u PQ und v PR= =

  

bilden

Ausmultiplizieren mit dem Skalarprodukt

Koordinatendarstellung
KE : x 2y 2z 4+ + =

Koeffizienten bilden den Normalenvektor.

K
x y z

1
4 2 2

E : + + =

Nenner liefern die Achsenabschnitte der Ebene.

Parameterdarstellung
P

P

E : x p rPQ sPR

4 4 4
E : x 0 r 2 s 0

0 0 2

                         

= + +

− −

= + +

  



Der Stützvektor von 
E ist der bekannte 

Punkt P auf der 
Ebene

Das Vektorprodukt 
u x v
 

ergibt den 
Normalenvektor

Normalendarstellung

N

x 4 1
E : y 0 2 0

z 0 2

                              
− ⋅ =



Achtung:
ImZählerdarfnurx,y
undzerscheinen.
Zwischenden
Brüchenmussein+
stehenundaufder
rechtenSeiteeine1.

GleicheEbenen
habeninKoordina-
tendarstellungiden-
tischeGleichungen.

Normalenvektoren
darfmankürzen.

GleicheEbenen
habengleiche
gekürzteNormalen-
vektoren.

ZueinerEbenegibtes
jenachWahlderdrei
Punkteunendlichviele
unterschiedlichePara-
meterdarstellungen.

Spannvektorendarf
mankürzen.
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Aufgabe12.5

VertiefendesBeispiel


DiePunkteP(1/1/0),Q(2/0/1)undR(0/1/2)liegenineinerEbeneE.


a)ErmittelnSieeineParameter-,eineNormalen-undeineKoordinatendarstellungderEbene.
(Kontrollergebnis:E:2x+3y+z=5)



b)ErläuternSie,warumessinnvollist,einKontrollergebnisnurinKoordinatendarstellungoderinder
Achsenabschnittsformanzugeben.



c) ZeichnenSiedieEbeneanhandihrerAchsenabschnitteso,dasseinräumlicherEindruckvonder
LagederEbeneentsteht.
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Aufgabe12.5

VertiefendesBeispiel


DiePunkteP(1/1/0),Q(2/0/1)undR(0/1/2)liegenineinerEbeneE.


a)ErmittelnSieeineParameter-,eineNormalen-undeineKoordinatendarstellungderEbene.
(Kontrollergebnis:E:2x+3y+z=5)



b)ErläuternSie,warumessinnvollist,einKontrollergebnisnurinKoordinatendarstellungoderinder
Achsenabschnittsformanzugeben.



c) ZeichnenSiedieEbeneanhandihrerAchsenabschnitteso,dasseinräumlicherEindruckvonder
LagederEbeneentsteht.
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5. AllgemeineZusammenfassungderErgebnissezurDarstellungvonEbenen




( )
P

N

K

d d d
a cb

Parameterdarstellung : E : x p r u sv

Normalendarstellung : E : x p n 0 mit n u x v

a

Koordinatendarstellung : E : ax by cz d mit n b

c

Umformen liefert die Achsenabschnitte

x y z
1

Achsenabschnitt x

= + +

− ⋅ = =

  
+ + = =    

+ + =

−

   

     



d
a

d
b

d
c

Achse : X( / 0 / 0)

Achsenabschnitt y Achse : Y(0 / / 0)

Achsenabschnitt z Achse : Z(0 / 0 / )

−

−
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Aufgabe12.6

ZeichnenSiedieEbeneE:3x+2y+6z=6mitHilfederAchsenabschnittealsSchrägbild.




Aufgabe12.7

ErmittelnSiedieGleichungenderEbenenEundFinKoordinatenformmitdemgeringstmöglichen
Rechenaufwand.


x

y

z

1

5

4321

2

3

1
2

3
4

4

5

E
F

-2-3

 


ErgänzendeÜbungen: 
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Aufgabe12.6

ZeichnenSiedieEbeneE:3x+2y+6z=6mitHilfederAchsenabschnittealsSchrägbild.




Aufgabe12.7

ErmittelnSiedieGleichungenderEbenenEundFinKoordinatenformmitdemgeringstmöglichen
Rechenaufwand.


x

y

z

1

5

4321

2

3

1
2

3
4

4

5

E
F

-2-3

 


ErgänzendeÜbungen: 
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6. ÜberblickUmwandelnvonEbenen

EsgibteineVielzahlvonMöglichkeiten,eineEbenevoneinerDarstellungineineandere
umzuwandeln.DieinderfolgendenAbbildungdargestelltenVerfahrengebeninPfeilrichtunggelesen
einebegrenzteAuswahlanVariantenan,mitdermanjedeDarstellungeinerEbeneineineandere
umwandelnkann.




PE : x p ru sv= + +

   

( )N n 0E : x p− ⋅ =

  
K 1 2 3E bx cx d: ax + + =

u x v n=

  

p


K
31 2

d d d
a cb

E :
xx x

1+ + =

d
a

N

a
E x 0 b 0

0 c
:
                    

− ⋅ =



d
a

d
b

d
c

A( / 0 / 0)

B(0 / / 0)

C(0 / 0 / )

p


u und v
 











ErgänzendeÜbungen: 



x

y

z

1
1

1
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Aufgabe 13.1 
 
In den folgenden Abbildungen sind die Koordinatenebenen abgebildet. Ermitteln Sie zu jeder 
Koordinatenebene eine möglichst einfache Gleichung in Parameterdarstellung, Normalendarstellung und 
Koordinatendarstellung. 
 
x,y-Ebene 
 
 
 
 

 

 
 
 
Parameterdarstellung: 
 
 
 
 
Normalendarstellung: 
 
 
 
 
Koordinatendarstellung: 
 
 
 
 

 

x,z-Ebene  
 
 
 

 

 
 
Parameterdarstellung: 
 
 
 
 
Normalendarstellung: 
 
 
 
 
Koordinatendarstellung: 
 
 
 

 

y,z-Ebene  
 
 

x

y

z

1
1

1

 

 
 
Parameterdarstellung: 
 
 
 
 
Normalendarstellung: 
 
 
 
 
Koordinatendarstellung: 
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Aufgabe 13.2 
 
In den folgenden Abbildungen sind zu den Koordinatenebenen parallele Ebenen abgebildet. Ermitteln 
Sie zu jeder abgebildeten Ebene eine möglichst einfache Gleichung in Parameterdarstellung, 
Normalendarstellung und Koordinatendarstellung. 
 
Zu den Koordinatenebenen parallele Ebenen 
 
 
 
 

 

 
 
Parameterdarstellung: 
 
 
 
 
Normalendarstellung: 
 
 
 
 
Koordinatendarstellung: 
 
 
 

 

 
 
 
 

 

 
 
Parameterdarstellung: 
 
 
 
 
Normalendarstellung: 
 
 
 
 
Koordinatendarstellung: 
 
 
 

 

 
 
 
 

 

 
 
Parameterdarstellung: 
 
 
 
 
Normalendarstellung: 
 
 
 
 
Koordinatendarstellung: 
 
 
 

 

 

x

y

z

1
1

1
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Aufgabe 13.3 
 
In den folgenden Abbildungen sind Ebenen dargestellt, die zu jeweils einer Koordinatenachse parallel 
sind. Ermitteln Sie zu jeder abgebildeten Ebene eine möglichst einfache Gleichung in 
Parameterdarstellung, Normalendarstellung und Koordinatendarstellung. 
 
 
 
 
 

x

y

z

1
1

1

 

 
 
Parameterdarstellung: 
 
 
 
 
Normalendarstellung: 
 
 
 
 
Koordinatendarstellung: 
 
 
 

 

 
 
 
 

 

 
 
Parameterdarstellung: 
 
 
 
 
Normalendarstellung: 
 
 
 
 
Koordinatendarstellung: 
 
 
 

 

 
 
 
 

 

 
 
Parameterdarstellung: 
 
 
 
 
Normalendarstellung: 
 
 
 
 
Koordinatendarstellung: 
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Parameterdarstellung: 
 
 
 
 
Normalendarstellung: 
 
 
 
 
Koordinatendarstellung: 
 
 
 

 

 
 
Aufgabe 13.4 
 
a) Formulieren Sie eine Regel, welche beschreibt, wie man an der Koordinatendarstellung einer Ebene 

erkennen kann, dass sie zu einer der Koordinatenebenen parallel verläuft. 
 
  
 
  
 
  

 
b) Formulieren Sie eine Regel, welche beschreibt, wie man an der Koordinatendarstellung einer Ebene 

erkennen kann, dass sie zu einer der Koordinatenachsen parallel verläuft. 
 
  
 
  
 
  

 
 
c) Formulieren Sie, woran man bei den drei Ebenendarstellungen erkennen kann, dass die Ebene durch 

den Ursprung verläuft. 
 
Parameterdarstellung:  
 
 Normalendarstellung:  
 
 Koordinatendarstellung:  
 
 

 
 
 
Ergänzende Übungen:  
 
  

     


                                   

⇒

⇒

≤
≤
≤
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Kapitel 14: Lagebeziehungen bei Ebenen 
 
In der linearen Algebra gibt es für die Untersuchung der Lagebeziehungen zwischen Ebenen im Raum 
und Punkten sowie Geraden und anderen Ebenen eine Vielzahl von Möglichkeiten. Es ist jedoch völlig 
ausreichend eine Methode zu beherrschen. Daher wird in den folgenden Abschnitten für die 
verschiedenen Aufgabentypen jeweils nur eine Variante vorgeschlagen. 
 
1. Lagebeziehung Ebene E und Punkt R 
 

Prinzipielle Vorgehensweise: 

Die Koordinaten bzw. Komponenten des Ortsvektors zum Punkt R, also 
1

2

3

r

r r

r

  
=    


werden unabhängig 

von der Darstellung der Ebene, in der Ebenengleichung für die Komponenten x, y und z eingesetzt.  
 

Ebene in  
Parameterdarstellung 

Ebene in 
Normalendarstellung 

Ebenen in 
Koordinatendarstellung 

 

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

r p u v

r p s u t v

r p u v

              
= + +                     

 

 

Die Parameter s und t mit Hilfe eines 
LGS berechnen. 

Die Berechnung des LGS ist oft 
aufwändig. Daher ist es günstiger, die 
Ebene in die Koordinatendarstellung 
umzurechnen. 

 

Ebene in 
Koordinatendarstellung 
umformen und dann wie 
rechts nebenan 
beschrieben.  

 

 

Komponenten von r für x, y und 
z einsetzen. 

ar1 + br2 + cr3 = d 
 
Linke Seite der Gleichung 
berechnen. 

Interpretation der Ergebnisse 

Rechnung ist widerspruchsfrei ⇒ R liegt in E 

 

 

 

Rechung liefert Widerspruch ⇒ R liegt nicht in E 

 

 

 
 
 
 

 
 

 

Zusatzinfo: 

Bei Fragestellung, ob ein Punkt in einem Dreieck PAB liegt, 
(s. Abb. rechts) muss mit der Parameterdarstellung 
gearbeitet werden, um s und t ermittelt zu können. 

Der Punkt liegt im Dreieck PAB, wenn für s und t 
gleichzeitig die folgenden drei Bedingungen gelten:  

 0 ≤    t < 1  und  
 0 ≤    s < 1 und  
 0  ≤ t + s < 1 

v
PB

=




u PA=



p
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Aufgabe 14.1 

Zeigen Sie, dass der Punkt R(6/0/2) auf der Ebene 

1 2 1

E : x 1 s 1 t 3

1 1 1

−          
= + +               

r
 liegt. Ergänzen Sie die 

beiden Rechnungen und beurteilen Sie, bei welchem Weg der Rechenaufwand größer ist. 
 

 
 

Weg 1 
 
Mit der Parameterdarstellung arbeiten und das LGS 
lösen. 

Weg 2 
 
Ebenengleichung in Koordinatendarstellung 
umformen. 

 
r
r

 in E einsetzen: 
 
 

6 1 2 1

0 1 s 1 t 3

2 1 1 1

−              
= + +                     

 

 
LGS erstellen: 

I –2s + t = –5  

II –s – 3t = 1  

III –s – t = –1 II–III  

IV   –2t = 2   

   t = –1  

 
Normalenvektor bestimmen: 

 
 

_______ 2

n x ______ 3

______ 7

x 1 2

E : y 1 3 0

z 1 7

E : ________________________

E : 2x 3y 7z 2

−              
= = = −                     
  −           

− ⋅ − =                  

− − + =

r

 

t in III: –s + 1 = –1  
Koordinaten von R einsetzen: 

  s = 2  
 

–12 + 0 + 14 = 2 
    2 = 2 

s,t in I: –4 – 1 = –5  
 

Kein Widerspruch ⇒  R liegt in E 

 –5 = –5  
 

Da das LGS widerspruchsfrei gelöst werden kann, 
liegt R auf E. 

 

 

 
 
Beurteilung des Rechenaufwandes: 
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Aufgabe 14.2 

Prüfen Sie, ob der Punkt R(1/0/2) auf der Ebene 

1 0 1

E : x 1 s 1 t 1

1 1 0

          
= + + −               

r
 liegt. Berechnen Sie beide 

Wege mit Hilfe des vorherigen Beispiels und geben Sie mit Begründung an, welcher Rechenweg 
einfacher für Sie ist. 
 

 
Weg 1 
 
Mit der Parameterdarstellung arbeiten und 
das LGS lösen. 

Weg 2 
 
Ebenengleichung in Koordinatendarstellung 
umformen. 

 
r
r

 in E einsetzen: 
 

1 1 0 1

0 1 s 1 t 1

2 1 1 0

              
= + + −                     

 

 
LGS erstellen: 

I  – t = 0 ⇒ t = 0 

II –s – t = 1  

III –s   = –1 
      

⇒s = 1 

 
Normalenvektor bestimmen: 

 
_______ 1

n x ______ 1

______ 1

x 1 1

E : y 1 1 0

z 1 1

E : _________________________

E : x y z 1

              
= = =              

−       
            

− ⋅ =             −      

+ − =

r

 

s,t in II:  – 1 ≠ 1  
 
R in E einsetzen:  1 + 0 – 2 = 1 
         – 1 ≠ 1 

 
Widerspruch ⇒  R liegt nicht in E 
 
 

 
Widerspruch ⇒  R liegt nicht in E 

 
 
 
Begründung: 
 
  
 
  
 
  
 
 
 
 
 

Ergänzende Übungen:  
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2. Lagebeziehung Ebene E und Gerade g 
 

Prinzipielle Vorgehensweise: 
Die Komponenten x, y und z des Vektors x


 der Ebenengleichung E: x p su tv= + +

   
 werden durch die 

entsprechenden Komponenten der Geradengleichung  g: x q rw= +

  
 ersetzt. 

 

Gegeben: E: 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

x p u v

y p s u t v

z p u v

              
= + +                     

    und  g: 
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

x q w x q rw

y q r w bzw. y q rw

z q w z q rw

= +          
+ = +          

= +     
=  

 
 

Ebene in  
Parameterdarstellung 

Ebene in 
Normalen-
darstellung 

 

Ebenen in Koordinatendarstellung 

Die Ebenengleichung mit der Geraden-
gleichung gleichsetzen und das LGS 
nach r, s und t  auflösen. 

q rw p su tv+ = + +

    
 

oder 

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

3 3 3 3 3

q w p u v
q r w p s u t v
q w p u v

                                             
+ = + +  

Die Berechnung des LGS mit drei 
Variablen ist im Allgemeinen 
aufwändig, daher besser mit der 
Koordinatendarstellung arbeiten.  

Wenn geprüft werden soll, ob der 
Durchstoßpunkt in einem bestimmten 
Dreieck liegt müssen s und t bestimmt 
werden. (Vgl. Zusatzinfo 
Lagebeziehung Punkt Ebene.) 

Ebene in 
Koordinatendar-
stellung 
umformen und 
dann wie rechts 
nebenan 
beschrieben.  

 

Komponenten vom Vektor x


 der 
Geradengleichung, also  

1 1 2 2 3 3q rw , q rw und q rw+ + +  

für x, y und z in der Ebenengleichung  

ax + by + cz = d  

einsetzen und nach r auflösen:  

1 1 2 2 3 3a(q rw ) b(q rw ) c(q rw ) d+ + + + + =  

 

Interpretation der Ergebnisse 

Eindeutige Lösung für r, s und t. 
Einsetzen von r  in die 
Geradengleichung g liefert die 
Koordinaten des Schnittpunktes 
bzw. Durchstoßpunktes S(s1/s2/s3).  

Auflösen der Gleichung liefert 
eindeutige Lösung für r. Einsetzen von 
r  in die Geradengleichung g liefert die 
Koordinaten des Schnittpunktes bzw. 
Durchstoßpunktes S(s1/s2/s3). 

Das LGS ist unterbestimmt. 
Lösungsmenge ist die Gerade g. 

 

Gleichung führt auf eine 
allgemeingültige Lösung der Form 
0=0; Lösungsmenge ist die Gerade. 

 
Widerspruch ⇒  g ist parallel zu E 
 g II E 

 

 
Widerspruch ⇒  g ist parallel zu E 
 g II E 

 
 

                         


                                                       
  

               


⇒
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Aufgabe 14.3 
 

Gegeben ist die Ebene 

1 2 2

E : x 1 s 2 t 1

2 1 1

          
= − + − +          

−     


. Untersuchen Sie die Lagebeziehung von E zu 

den Geraden 

5 6 1 4 1 1

g : x 2 r 3 , h : x 0 r 1 und i : x 2 r 1

2 1 0 0 2 1

                      
= − + − = + − = + −                      

−           
  

, indem Sie die 

folgenden Rechnungen vervollständigen. Begründen Sie zunächst, warum es sinnvoll ist, hier mit der 
Koordinatendarstellung der Ebene zu arbeiten und zeigen Sie durch Rechnung, dass sich für die 
Koordinatendarstellung die Gleichung: E: x + 4y + 6z = 9 ergibt. 
 
Begründung:  
 
  

 
  

 
Berechnung der Koordinatendarstellung von E: 

 
 

Lagebeziehung von E und g: 

Aus 

5 6

g : x 2 r 3

2 1

      
= − + −         


 ergeben sich die Komponenten:  

x 5 6r

y 2 3r

z 2 r

= +

= − −

= +

 

 
Einsetzen in E ergibt:  5 6r 4(___ ___) ___(___ ___) 9

______________________________ 9

9 9

+ + − + + =

=

=

 

 
Das Ergebnis hat die Form 0 = 0, ist also allgemeingültig. ⇒  g liegt in E. 
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Lagebeziehung E und h: 
 

Aus 

1 4

g : x 0 r 1

0 0

      
= + −         


 ergeben sich die Komponenten:  

x _______

y _______

z _______

=

=

=

 

 
Einsetzen in E ergibt:  ___ ___ ___(___ ___) ___(___ ___) 9

___________________________________ 9

___________________________________ ____

___ ___

+ + − + + =

=

=

=

 

 
 
Widerspruch ⇒   g ist parallel zu E 
 
 
 
 
Lagebeziehung E und i 
 

Aus 

1 1

i : x 2 r 1

2 1

      
= + −      

−   


 ergeben sich die Komponenten: 

x _______

y _______

z _______

=

=

=

 

 
Einsetzen in E ergibt:  ___ ___ ___(___ ___) ___(___ ___) 9

___________________________________ 9

___________________________________

___________________________________ ____

r 4

+ + − + + =

=

=

=

=

 

 
Da es für r eine Lösung gibt, existiert ein Schnittpunkt.  
Schnittpunkt berechnen durch Einsetzen von r in die Gerade i 
 

1 1 1 ___ 5

s 2 ___ 1 2 ___ 2

2 1 2 ___ 2

+              
= + − = − = −              

− − +       


 

 
 
 Die Gerade g durchstößt die Ebene E im Punkt S(__ / __/ __). 
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3. Spurpunkte von Geraden 
 
Def.: Spurpunkte S sind die Durchstoßpunkte der Gerade g durch die Koordinatenebenen 
 
 
Aufgabe 14.4 

Berechnen Sie die Spurpunkte für die Geraden g: 

x 2 1

y 6 r 2

z 1 1

−          
= + −          

−     
 ⇒

x 2 r

y 6 2r

z 1 r

= −

= −

= − +

 

 
 
 
 
 
 
 

Spurpunkt x,y-Ebene  Spurpunkt x,z-Ebene Spurpunkt y,z-Ebene 

Koordinatengleichung: z = 0 Koordinatengleichung: y = 0 Koordinatengleichung: x = 0 

z-Koordinate Null setzen: 
 
–1 + r = 0 
  r = 1 

y-Koordinate Null setzen: 
 
 6 – 2r = 0 
  r = 3 

x-Koordinate Null setzen: 
 
  2 – r = 0 
  r = 2 

 
r in g einsetzen 
 

xy

2 1 1

s 6 1 2 4

1 1 0

−          ⇒ = + ⋅ − =          
−     

r
 

 
Spurpunkt: Sxy(1/4/0) 

 
r in g einsetzen 
 

xz

2 1 1

s 6 3 2 0

1 1 2

− −          ⇒ = + ⋅ − =          
−     

r
 

 
Spurpunkt: Sxz(–1/0/2) 

 
r in g einsetzen 
 

yz

2 1 0

s 6 2 2 2

1 1 1

−          ⇒ = + ⋅ − =          
−     

r
 

 
Spurpunkt: Syz(0/2/1) 
 
 
 

 

 

Mit Hilfe der Spurpunkte kann man 
die räumliche Lage von Geraden 
besonders anschaulich darstellen: 

 
 

 

 

 

oder 

 

 

Ermittelt man die Spurpunkte mit Hilfe der Koordinatendarstellung 
der Koordinatenebenen wird die Rechnung besonders einfach, da 
man die einzelnen Komponenten der Gerade nur Null setzen muss. 
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Übungen 

Ü14.1 Berechnen Sie die Spurpunkte der Gerade g: 

2 1

x 4 r 2

2 1

      
= +      

−   


 und zeichnen Sie die Gerade so, 

dass ein räumlicher Eindruck entsteht. 
 

 

≙
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Ü14.2 Auf einen Turm, dessen Dach aus einer quadratischen 
Pyramide besteht (s. Abbildung), treffen Sonnenstrahlen auf. 
a) Ermitteln Sie die Koordinaten aller Eckpunkte so, dass 

der Punkt A im Ursprung des Koordinatensystems steht. 
 
b) Zeichnen Sie ein Schrägbild des Turms.  

(1m ≙  2 Kästchen) 
 
c) Die Richtung der Sonnenstrahlen wird durch den Vektor 

1

v 4

3

−  
=   

− 


 beschrieben. Auf dem Boden (x,y-Ebene) 

entsteht dadurch ein Schatten. Ermitteln Sie Eckpunkte 
der Schattenfläche auf dem Boden und markieren Sie die 
gesamte Schattenfläche. 

 
 
A(     /     /     ) B(     /     /     ) C(     /     /     ) D(     /     /     )  
 
E(     /     /     ) F(     /     /     ) G(     /     /     ) H(     /     /     ) S(     /     /     ) 
 
 

 
 
Raum für Rechnungen auf der Folgeseite: 
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Ergänzende Übungen: 
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4. Lagebeziehungen bei Ebenen 
 

Bei der Bestimmung der Lagebeziehung von zwei Ebenen sollte man aufgrund des 
Rechenaufwandes darauf achten, dass entweder eine Ebene in Koordinatendarstellung oder beide 
Ebenen in Koordinatendarstellung vorliegen. Damit kann man diese Aufgabenstellung auf die beiden 
im Beispiel beschriebenen Fälle reduzieren. 
 

Zwei Ebenen schneiden sich → Es existiert eine Schnittgerade g 

 

Ebene 1 in Koordinatendarstellung 
Ebene 2 in Parameterdarstellung 

Ebene 1 in Koordinatendarstellung 
Ebene 2 in Koordinatendarstellung 

 

Durch Additionsverfahren x, y oder z eliminieren 

1

2

E : I x + 2y + 2z = 6

E : II x y + z = 3−

   

I-II 

III 3y z 3+ =  
 

Da das LGS unterbestimmt ist, 
darf man eine Variable frei 
wählen. Hier z.B.: 

 

einsetzen z in III liefert y 

 

einsetzen y und z in II liefert x 

 
 
z = 3t 

 

y = 1 – t 

 

x = 4 – 4t 

 

E1: 4x+3y+6z =36 

E2: 

0 3 3

x 0 r 2 s 0

3 1 1

          
= + +          

− −     
r

 

aus E2 folgt:  

x 3r 3s

y 2r

z 3 r s

= +

=

= − −

 

Einsetzen der Komponenten x,y,z in E1 ergibt: 

4(3r 3s) 3(2r) 6(3 r s) 36+ + + − − =  

nach r oder s auflösen: 

s = 3 – 2r 

 

s in die Ebene E2 einsetzen  

0 3 9 6r 0 3r 9 6r

x 0 r 2 0 0 2r

3 1 3 2r 3 r 3 2r

− + + −              
= + + = +              

− − + − − +       
r

 

Zusammenfassen der entsprechenden 
Summanden ergibt die Gleichung der 
Schnittgeraden: 

9 3r 9 3

x 2r g : x 0 r 2

r 0 1

− −          
= ⇒ = +               

r r
 

 

 

Die Ausdrücke für x, y und z werden als Vektor 
dargestellt und so umgeformt, dass sich die 
Parameterdarstellung der Schnittgeraden g ergibt. 

x 4 4t 4 4

x y 1 t g : x 1 t 1

z 3t 0 3

− −              
= = − ⇒ = + −                     

r r  
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Zwei Ebenen sind parallel zueinander → Es ergibt sich ein Widerspruch 

Die Normalenvektoren der Ebenen sind kollinear und alle Verfahren erzeugen einen Widerspruch 
bei der Lösung der entsprechenden Gleichungen. 

n
urn

ur

 

Ebene 1 in Koordinatendarstellung 
Ebene 2 in Parameterdarstellung 

Ebene 1 in Koordinatendarstellung 
Ebene 2 in Koordinatendarstellung 

Durch Additionsverfahren x, y oder z eliminieren 

1

2

E : I x  2y + 2z = 6

E : II 2x 4y + 4z = 8

−

−

   

2I-II 

III 0 4=  
 

E1: 2x + y + z =1 

E2: 

0 2 2

x 0 r 2 s 1

2 2 5

−          
= + +          

−     
r

 

aus E2 folgt:  

x 2r 2s

y 2r s

z 2 2r 5s

= − +

= +

= + −

 

Einsetzen der Komponenten x,y,z in E1 ergibt: 

2(–2r + 2s) + 2r + s + 2 + 2r – 5s = 1 

 –4r +4s + 2r + s + 2 + 2r – 5s = 1 

    2 = 1 

 

 
 

Zwei Ebenen sind identisch → Es ergibt sich eine allgemeingültige Lösung 

Die Normalenvektoren der Ebenen sind kollinear und alle drei Verfahren erzeugen allgemeingültige 
Lösungen der Form 0=0. Die Ebenen selbst sind dann Lösungsmenge. 

Ebene 1 in Koordinatendarstellung 
Ebene 2 in Parameterdarstellung 

Ebene 1 in Koordinatendarstellung 
Ebene 2 in Koordinatendarstellung 

E1: 2x + y + z =1 

E2: 

0 2 2

x 0 r 2 s 1

1 2 5

−          
= + +          

−     
r

 

aus E2 folgt:  

x 2r 2s

y 2r s

z 1 2r 5s

= − +

= +

= + −

 

Einsetzen der Komponenten x,y,z in E1 ergibt: 

2(–2r + 2s) + 2r + s + 1 + 2r – 5s = 1 

 –4r +4s + 2r + s + 1 + 2r – 5s = 1 

    1 = 1 

Durch Additionsverfahren x, y oder z eliminieren 

1

2

E : I x  2y + 2z = 6

E : II 2x 4y + 4z = 12 2I-II

−

−

0 0=
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Beispiel: Schnitt zweier Ebenen, die zu einer Koordinatenachse parallel verlaufen. 
 
 
 

Gegeben sind die Ebenen  E1: 2x + y = 7 
 E2: 4x – y = 5 

 
 

Additionsverfahren: 
2E : II 4x  y 12 I II− = +

6x 12

x 2

x in II : 8 y 5

y 3

=

=

− =

=

 

 
 

z frei wählbar: z = r 
 

  
 
 
 

Lösungsvektor:  

x 2 2 0 2 0 2 0

x y 3 3 0 3 0 Schnittgerade g : x 3 r 0

z r 0 r 0 r 0 1

+                          
= = = + = + ⇒ = +                          

+             
r r

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ergänzende Übungen:   
 
  
 
  
 
 

Zur Erinnerung: 
Wenn die z-Komponente in der 
Ebenengleichung fehlt ist die 
Ebene zur z-Achse parallel. 

Da die z-Komponente in 
keiner Gleichung vorkommt, 
ist das LGS unabhängig von 
der Wahl für z lösbar. Daher 
kann man z frei wählen. 

Da die beiden Ebenen 
parallel zur z-Achse 
verlaufen, ist auch die 
Schnittgerade parallel 
zur z-Achse 
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5. Orthogonale Spiegelung eines Punktes an einer Ebene 
 

Aufgabe 14.3 
 

Erarbeiten Sie sich das hier dargestellte Verfahren zur Spiegelung eines Punktes R an einer Ebene E 
(es gibt auch andere Verfahren, die hier nicht behandelt werden) indem Sie die am Beispiel 
dargestellten Rechenschritte erläutern. 
 
 
Gegeben sind der Punkt R(4 / –3 / 6) und 
die 
Ebene E: x – 2y + z = 4 
 
Gesucht sind die Koordinaten des 
gespiegelten Punktes R'. 

R'

n
r

 
Schritt 1: 

1

n 2

1

g : x r tn

4 1

g : x 3 t 2

6 1

  
= −   

= +

      
= − + −         

r

r r r

r

 

 
 

 
  
 
  
 
 
 
  
 
  
 
  

Schritt 2: 
 
4 t 2( 3 2t) 6 t 4

4 t 6 4t 6 t 4

6t 12

t 2

+ − − − + + =

+ + + + + =

= −

= −

 

 
 
  
 
  
 
  

 
 
Schritt 3: 

 

r ' r 2tn

4 1 4 4 0

r ' 3 4 2 3 8 5

6 1 6 4 2

= +

−              
= − − − = − + =              

−       

ur r r

ur  

 
Ergebnis: R'(0 / 5 / 2) 

 
 
 
  
 
  
 
  
 
  
 
  

 
 
 
Ergänzende Übungen:   
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Kapitel 15: Abstände 
 
1. Abstandsberechnungen Punkt–Ebene 

 

Aufgabe 15.1 
 

Herleitung der Formel zur Abstandsberechnung Punkt–Ebene 
 

Es gibt unterschiedliche Möglichkeiten den Abstand eines Punktes R von einer Ebene E zu 
berechnen. Die Betrachtungen sollen hier auf die Herleitung der Abstandsformel, die sich in den 
Tafelwerken befindet beschränkt werden. Verdeutlichen Sie sich die Herleitung dieser Formel, indem 
Sie die geforderten Begründungen und Erläuterungen formulieren: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0n


r


PF


f


p


0n


PF


p
 f



r


RF=



RF=



 
 
 
 

1. Begründen Sie, warum gilt: 0np( ) 0f − =⋅

 
 

 

  
 
 

2. Der Lotfußpunkt F ist nicht bekannt. Begründen Sie, warum unabhängig von der Lage des Punktes 
R gilt:  f r RF= +

  
 

 
  
 
  
 

Für den Vektor 
RF


 gilt hier: 

0RF d n= − ⋅

 
 

Für den Vektor 
RF


 gilt hier: 

0RF d n= ⋅

 
 

Da E bekannt ist, 
kennt man auch einen 
Punkt P auf E und 
den Normalenein-
heitsvektor 0n


. 

Erinnerung: 0
n

n
n

=


  

Die Länge der Lotstrecke RF  also der 
Betrag des Vektors RF


 ist die kürzeste 

Verbindung von R zur Ebene E und gibt 
damit den Abstand d von R  und E an, 
wobei F nicht bekannt ist. 
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3. Begründen Sie, warum gilt: 
 

Wenn R und 0n


 auf der gleichen Seite von E 

liegen, gilt: 0f r dn= −

  
. 

Wenn R und 0n


 auf unterschiedlichen Seiten 

von E liegen, gilt: 0f r dn= +

  
. 

 
  
 
  
 

4. Setzen Sie den unter 3. ermittelten Ausdruck für f


 nun jeweils in den Ausdruck 0np( ) 0f − =⋅

 
 ein 

und zeigen Sie durch geeignete Umformungen, dass sich für d die beiden angegebenen 
Beziehungen ergeben: 

 

R liegt oberhalb von E: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0d ( )r np= − ⋅

 
 

R liegt unterhalb von E 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0nd (r )p= − − ⋅

 
 

 
5. Begründen Sie, warum man die beiden Ergebnisse zu der folgenden Formel zusammenfassen 

kann: 
 

Abstand eines Punktes R  
von einer Ebene E: 0d (r p) n= − ⋅

  
 

 

 
Begründung:   
 
  
 

 
Aufgabe 15.2 
 

Abstandsprobleme, die sich auf den Abstand Punkt - Ebene zurückführen lassen 
 

a) Abstand zweier Ebenen 
 

Begründen Sie anhand der Abbildung rechts, 
dass die Abstandsberechnung der Ebenen E 
und F identisch mit der Abstandsberechnung 
zwischen dem Punkt R und der Ebene E ist 

und somit die Formel 0d (r p) n= − ⋅

  
 

angewandt werden kann. 

0n


0n


 
 
  
 
  

  





  

R

P
O

Gerade g








Gerade h
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b) Abstand zwischen Ebene und paralleler Gerade 
 

Begründen Sie anhand der Abbildung rechts, 
dass die Abstandsberechnung der Ebene E 
und Gerade g identisch mit der 
Abstandsberechnung zwischen dem Punkt R 
und der Ebene E ist und somit die Formel 

0d (r p) n= − ⋅

  
 angewandt werden kann. 

0n


r
 u



 
 
  
 
  
 
 

c) Abstand zwischen windschiefen Geraden 
 

Begründen Sie anhand folgenden Abbildungen 1 bis 3, dass man den Abstand zwischen zwei 
windschiefen Geraden mit der Abstandsformel Punkt-Ebene 0d (r p) n= − ⋅

  
 berechnen kann und 

geben Sie an, wie der Normaleneinheitsvektor hier berechnet wird. 
 

R

P
O

Gerade g

r
 u



p


v


Gerade h   
Abb. 1 

 

r


u
p



v


u


  
 
Abb. 2 

 

r


u
p



v


u


 
 
Abb. 3 
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2. Abstand Punkt–Gerade 
 

Ein klassisches Beispiel hinsichtlich der Berechnung des Abstandes von Punkten zu Geraden findet 
sich im Bereich der Flugsicherung. Oft müssen Flugrouten, die im Idealfall als Gerade angesehen 
werden können, in einem bestimmten Abstand von wichtigen Einrichtungen, beispielsweise von 
Türmen verlaufen. Der Ort der Einrichtung kann dann als Punkt betrachtet werden. 

 
 
 
Aufgabe 15.3 

 
Erarbeiten Sie sich das hier verwendete Verfahren zur Bestimmung des Abstands eines bekannten 
Punktes R von der bekannten Gerade g, indem Sie das Beispiel schrittweise durcharbeiten und die 
Texte ergänzen. 

r
ur

u
ur

p
ur x p ru= +

ur ur ur

 

Gegeben sind der Punkt R(3/4/4) 
und die Gerade 

3 1

g : x 5 s 4

4 1

      
= − + −         

r
. 

 
Gesucht ist der Abstand des 
Punktes R von der Geraden g. 

 
 

Schritt 1: 

r
ur

u
ur

p
ur

( )x r u 0− ⋅ =
ur r ur

x p ru= +
ur ur uru

ur

 

 
 

3 1

E : x 4 4 0

4 1

E : x 4y z 9

        
− ⋅ − =            

− + = −

r

 

 

Mit Hilfe der Normalendarstellung wird eine Hilfsebene E in _______________darstellung durch 

den Punkt ____ ermittelt. Der Normalenvektor entspricht dem __________________________ 

von g. Damit verläuft die Gerade g ________________________ zur Ebene E. 
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Schritt 2: 

r


u


p


( )x r u 0− ⋅ =
  

x p su= +
  u



 

 
3 s 4( 5 4s) 4 s 9

3 s 20 16s 4 s 9

18s 36

s 2

3 1 3 2 1

f 5 2 4 5 8 3

4 1 4 2 2

+ − − − + + = −

+ + + + + = −

= −

= −

−              
= − − ⋅ − = − + =              −       


 

 

Ermitteln des __________________________ F(1/3/2) der ___________________ g durch die 

Hilfsebene E 

 

Schritt 3: 

 

r


u


p


( )x r u 0− ⋅ =
  

x p su= +
  u



RF


d RF=


 

 
 
 
 

1 3 2

d RF 3 4 1 4 1 4

2 4 2

d 3LE

− −      
= = − = − = + +      − −   
=


 

Berechnen _____________________________ von Vektor RF


. Der Betrag des Vektors RF


 

entspricht dem ________________________ des Punktes R von der Gerade g. 

 

 

 

Ergänzende Übungen:  
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Kapitel 16: Schnittwinkel 
 
Aus Kapitel 10 ist die Berechnung von Schnittwinkeln zwischen zwei Geraden bereits bekannt. Die 
Ermittlung von Schnittwinkeln bei Ebenen läuft in der Regel darauf hinaus, die in den Tafelwerken 
angegebenen Formeln richtig anzuwenden.  
 
Aufgabe 16.1 
 
Verdeutlichen Sie sich die gegebenen Formeln anhand der Abbildungen und berechnen Sie die 
geforderten Schnittwinkel. 
 

a) Schnittwinkel zwischen zwei Ebenen: 
Der Schnittwinkel zwischen den Ebenen entspricht dem 
Schnittwinkel der Normalenvektoren. 
 

Schnittwinkel zwischen Ebenen:   
E F

E F

n n
cos

n n

⋅
α =

⋅

uur uur

uur uur  

α

α

Fn
uur

En
uur

 

 
 
 
Berechnen Sie den Schnittwinkel zwischen den Ebenen 
E: 2x + y + 3z = 4 und F: x – 5y = 3 

 
 
 
 
 

b) Schnittwinkel zwischen Gerade und Ebene 

Der Richtungsvektor der Geraden u
r

 schließt mit dem 
Normalenvektor der Ebene den Winkel β  ein. Es gilt damit: 

E

E

n u
cos

n u

⋅
β =

⋅

uur r

uur r  

Da cosβ = cos 90°– α  = sin α , also cosβ = sin α gilt, folgt: 
  
 

 
 

En
uur

u
r

E

g

α
β

90 90α + β = ° ⇒ α = ° − β

 

Schnittwinkel α   
zwischen Ebene und 
Gerade:  

E

E

n u
sin

n u

⋅
α =

⋅

uur r

uur r  

 
Berechnen Sie den Schnittwinkel zwischen der Ebene E: 2x + y + 3z = 4 und der  

Geraden 

2 4

x 2 r 1

3 5

−      
= +         

r
 

 
 
 
 
 
Ergänzende Übungen:  
 
  

 

im


)
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Kapitel 17: Ebenenscharen 
 
Der Begriff Ebenenschar 
 

Die bisherigen Betrachtungen zu Ebenen haben sich bereits auf Lagebeziehungen zwischen Ebenen 
bezogen. Dieses Kapitel beschränkt sich auf Ebenen, die parallel zueinander liegen) und auf Ebenen, 
welche eine gemeinsame Schnittgerade besitzen. Da es in beiden Fällen eine Vielzahl von Ebenen mit 
den angegebenen Lagebeziehungen gibt, spricht man hier von Ebenenscharen. Man erkennt eine 
Ebenenschar anhand der Ebenengleichung. Die Ebenengleichungen enthalten neben den Variablen x, y 
und z noch einen Parameter, wie z.B. den Parameter a IR∈ . 

 
Beispiel für eine Ebenenschar:  Ea: ax + 2a2y – 3az = 12 +a 
 
 
 
Ebenenscharen bei parallelen Ebenen 
 

Zur Veranschaulichung findet sich dazu ein Beispiel 
aus dem Bereich der Flugsicherung. Wenn sich an 
einem Flugplatz mehrere zur Landung eintreffende 
Flugzeuge in Warteschleifen befinden und eine 
Kollision der Flugzeuge ausgeschlossen werden 
soll, kann man den Kurs der Flugzeuge als 
Flugbahnen, die auf parallelen Ebenen liegen, 
interpretieren. Die Teilmenge der Ebenen, auf 
denen die Flugbahnen verlaufen können, bildet 
dann eine sogenannte Ebenenschar. D.h., aus der 
unendlichen Anzahl der möglichen parallelen 
Ebenen gehören nur die Ebenen zur Ebenenschar, 
die für die Flugbahnen zugelassen sind.  
 
 
 

 
 

 
 

Kollisionsfreie Flugbahnen befinden sich  
auf einer Schar paralleler Ebenen. 

 
 
 
 

Ebenenscharen bei sich schneidenden Geraden 
 

Alle Ebenen, die als besondere Eigenschaft eine 
gemeinsame Gerade als Schnittgerade haben, 
werden als Ebenenbüschel bezeichnet. Die 
gemeinsame Gerade nennt man Trägergerade g.  
Wie Sie in Aufgabe 17.4 sehen werden, gibt es, 
vergleichbar zur Teilmenge der für Flugbahnen 
zugelassenen parallelen Ebenen bei den 
Flugbahnen, unter den unendlich vielen Ebenen im 
Büschel einen Teil von Ebenen, die eine bestimmte 
Bedingung erfüllen müssen. Diese Teilmenge von 
Ebenen bezeichnet man dann, wie bei den 
parallelen Ebenen, als Ebenenschar. 
 
 

 
 
 

 

Das Verfahren, mit dem man die Zugehörigkeit zu einer Ebenenschar ermitteln kann, wird in den 
folgenden Aufgaben zunächst anhand von parallelen Ebenenscharen verdeutlicht. 
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Aufgabe 17.1 

Ebenenscharen bei parallelen Ebenen 

DieEbenengleichungenbeieinerEbenenscharhabeninderRegel
folgendescharakteristischesAussehen:

Ea:(1+2a)x+(2+4a)y–(3+6a)z=1+a mit a IR∈ 

Fürjedesa IR∈ erhältmaneineEbene,diezurEbenenscharEa
gehört,wobeimanfüra=0diebesonderseinfachzuberechnende
EbeneE0erhält.

E0: x+2y–3z=1 oder x+2y–3z–1=0









ErläuternSiefürdieEbenenscharEa:(1+2a)x+(2+4a)y–(3+6a)z=1+adiefolgenden
Rechenschrittebzw.ergänzenSieLückenimText:

a) Ea: (1+2a)x+(2+4a)y–(3+6a)z=1+a 




 (1) x+2ax+2y+4ay–3z–6az–1–a=0 





 (2) x+2y–3z–1+2ax+4ay–6az–a=0 







0

(3) x+2y-3z-1+a( 2x+4y-6z-1)=0

E E*
   







FürdieEbeneE0gilt:x+2y–3z=1

FürdieEbeneE*gilt:2x+4y–6z=1








(4)
0E

___

n ___

___

  =    


und
0E* E

___

n ___ ___ n

___

  = = ×   
 





DadieNormalenvektorenvonE0undE*

__________________sind,könnendieEbenen

E0undE*nur____________________oder

____________________sein.





MankanneineEbenenscharEaals
LinearkombinationausderEbeneE0und
einerweiterenEbeneE*auffassen.Hier
gilt:  Ea=E0+aE*
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 (5)  x+2y–3z =1

   2x+4y–6z =1
       0 =–1



Prüfen,obdieEbenenparallelsind.
AusdemWiderspruchergibtsich:

E0undE*sind_____________________
















Aufgabe 17.2 

Rechnerische Überprüfung der Zugehörigkeit einer Ebene M zu einer parallelen Ebenenschar

WieinAufgabe17.1verdeutlichtwurde,gehörtjedeEbene,diesichdurchEinsetzeneinerZahla IR 
indieEbenengleichungEaergibt,zudieserEbenenschar.Umzuprüfen,obeineEbeneMebenfallszu
dieserSchargehört,mussmaneineEbeneMsoumformenkönnen,dasssiederBerechnungsvorschrift
derSchargenügt.DaskannmitdemfolgendenAnsatzüberprüftwerden:


Ea = b . M  mitb IR  
 
 
Beispiel 1: 

DieEbeneM:3x+6y–9z=2bzw.3x+6y–9z–2=0entstehtdurchEinsetzenvon1indie
EbenenscharEaausAufgabe17.1undgehörtdamitzurEbenenscharEa.Damitmussder
AnsatzEa=b.MzueinerwahrenAussageführen.

DerAnsatzEa=b.MergibtallerdingseineGleichungmitfünfUnbekannten,nämlichmitden
Variablenx,yundzsowiedenParameternaundb.


Gleichung:

aE bM

(1+2a)x+(2+4a)y-(3+6a)z-(1+a) = 3bx+6by-9bz-2b

×
  

DieLösungeinerderartigenGleichungkannmitHilfeeinesKoeffizientenvergleichs
schrittweiseermitteltwerden.



Schritt 1:  DieEbenengleichungenEaundb.Mübereinanderschreiben:


Ea: (1+2a)x+(2+4a)y – (3+6a)z– (1+a) =0
b.M: 3bx+ 6by – 9bz– 2b =0




Zur Information: 
 
DieEbeneE0gehörtzurEbenenscharEa,damandurchEinsetzenvona=0die
EbeneE0erzeugenkann.DieEbeneE*istzwarparallelzuallenEbenender
Ebenenschar,gehörtjedochnichtzurEbenenscharEa,daeskeina IR gibt,mit
demsichdurchEinsetzeninEadieEbeneE*berechnenlässt.
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Prüfen,obdieEbenenparallelsind.
AusdemWiderspruchergibtsich:

E0undE*sind_____________________
















Aufgabe 17.2 

Rechnerische Überprüfung der Zugehörigkeit einer Ebene M zu einer parallelen Ebenenschar

WieinAufgabe17.1verdeutlichtwurde,gehörtjedeEbene,diesichdurchEinsetzeneinerZahla IR∈ 
indieEbenengleichungEaergibt,zudieserEbenenschar.Umzuprüfen,obeineEbeneMebenfallszu
dieserSchargehört,mussmaneineEbeneMsoumformenkönnen,dasssiederBerechnungsvorschrift
derSchargenügt.DaskannmitdemfolgendenAnsatzüberprüftwerden:


Ea = b . M  mitb IR∈  
 
 
Beispiel 1: 

DieEbeneM:3x+6y–9z=2bzw.3x+6y–9z–2=0entstehtdurchEinsetzenvon1indie
EbenenscharEaausAufgabe17.1undgehörtdamitzurEbenenscharEa.Damitmussder
AnsatzEa=b.MzueinerwahrenAussageführen.

DerAnsatzEa=b.MergibtallerdingseineGleichungmitfünfUnbekannten,nämlichmitden
Variablenx,yundzsowiedenParameternaundb.


Gleichung:

aE bM

(1+2a)x+(2+4a)y-(3+6a)z-(1+a) = 3bx+6by-9bz-2b

×
  

DieLösungeinerderartigenGleichungkannmitHilfeeinesKoeffizientenvergleichs
schrittweiseermitteltwerden.



Schritt 1:  DieEbenengleichungenEaundb.Mübereinanderschreiben:


Ea: (1+2a)x+(2+4a)y – (3+6a)z– (1+a) =0
b.M: 3bx+ 6by – 9bz– 2b =0




Zur Information: 
 
DieEbeneE0gehörtzurEbenenscharEa,damandurchEinsetzenvona=0die
EbeneE0erzeugenkann.DieEbeneE*istzwarparallelzuallenEbenender
Ebenenschar,gehörtjedochnichtzurEbenenscharEa,daeskeina IR∈ gibt,mit
demsichdurchEinsetzeninEadieEbeneE*berechnenlässt.

 

02-031-266 © 2013 Lehrerselbstverlag24.11.2013 Ursula Pirkl

– 110 – Kapitel 17

Ebenen Raum 

Ebenenscharen
Kapitel17 EbenenimRaum

Ebenenscharen –110–



03.03.2014UrsulaPirkl

Schritt 2: WennbeideSeitenderGleichungEa=b . Midentischsind,dannmüssendie
Koeffizientenidentischsein.KoeffizientenvergleichführtzueinemLGS.


Koeffizientenvonx I 1+2a = 3b 
Koeffizientenvony II 2+4a = 6b 
Koeffizientenvonz III 3+6a = 9b 
AusdruckohneVariable IV 1+a = 2b 


Schritt 3:  LGSlösen:


I–2IV ⇒  –1 =–b ⇒  b=1

binIV ⇒  a =1

a,binII ⇒  6 =6

a,binIII ⇒  9 =9



 
 
 
 



Ergebnis:  DasLGSlässtsichwiderspruchsfreilösen.DamitistderAnsatzEa=b . Merfüllt,undes

istrechnerischnachgewiesen,dassdieEbeneMzurEbenenscharEagehört.
 
 
 
Beispiel 2: 

HierwirdmitdeminBeispiel1erläutertenVerfahrendesKoeffizientenvergleichsgezeigt,dassdie
EbeneE*nichtzurEbenenscharEagehört,daderAnsatzEa=b . E*zueinemWiderspruchführt.

Gleichung:

aE bE*

(1+2a)x+(2+4a)y-(3+6a)z-(1+a) = 2bx+4by-6bz-b

×
  

AuchhierwirddieLösungmitHilfeeinesKoeffizientenvergleichsschrittweiseermittelt.

Schritt 1:  DieEbenengleichungenEaundb.E*übereinanderschreiben:


Ea: (1+2a)x+(2+4a)y – (3+6a)z– (1+a) =0
b.M: 2bx+ 4by – 6bz– b =0


Schritt 2: WennbeideSeitenderGleichungEa=b . E*identischsind,dannmüssendie

Koeffizientenidentischsein.KoeffizientenvergleichführtzueinemLGS.


Koeffizientenvonx I 1+2a = 2b 
Koeffizientenvony II 2+4a = 4b 
Koeffizientenvonz III 3+6a = 6b 
AusdruckohneVariable IV 1+a = b 


Schritt 3:  LGSlösen:


 I–2IV ⇒  –1=0⇒ Widerspruch


 
 
 
 


Ergebnis:  DasLGSlässtsichnichtwiderspruchsfreilösen.DamitistderAnsatzEa=b . E*nicht
erfülltundesistrechnerischnachgewiesen,dassdieEbeneE*nichtzurEbenenscharEa
gehört.
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WendenSiedasVerfahrenausBeispiel1und2an,umzuzeigen,dassdieEbene–x–2y+3z=0
zurEbenenscharEaausAufgabe17.1gehört:
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WendenSiedasVerfahrenausBeispiel1und2an,umzuzeigen,dassdieEbene–x–2y+3z=0
zurEbenenscharEaausAufgabe17.1gehört:
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Aufgabe 17.3 

Prüfen Sie, ob es sich bei einer Ebenenschar um eine Schar aus parallelen Ebenen handelt. 

ErläuternSiefürdieEbeneEa:(2+2a)x+(2+2a)y–(3+3a)z=1+2adiefolgendenUmformungs-
undRechenschritte.



(1) E0:2x+2y–3z=1 
 




(2) E1:4x+4y–6z=3



 


   




(3)
0E

___

n ___

___

  =    


und
1 0E E

___

n ___ ___ n

___

  = = ×   
 



DadieNormalenvektorenvonE0undE1

__________________sind,könnendieEbenenE0

undE1nur____________________oder

____________________sein.DamitistEaeineSchar

parallelerEbenen.




ErgänzenSie: Manprüft,obessichbeieinerEbenenscharumeineScharparallelerEbenenhandelt,

indemmandie_________________vektorenvonzweibeliebigenEbenenderScharauf

Kollinearitätuntersucht.
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Aufgabe 17.4 

Ebenenscharen bei Ebenenbüscheln 

GrundlegendkannmandiebeidenparallelenEbenenscharenerfolgtenÜberlegungenauchauf
Ebenenbüschelübertragen.


DieStrukturderGleichungfüreinEbenenbüschelist
vergleichbarmitderGleichungfüreineEbenenscharbei
parallelenEbenen.Füra IR  sollfolgendesBeispiel
betrachtetwerden.

Ea:(1–2a)x+(1–3a)y+(1+a)z=1+2a

oder

Ea:(1–2a)x+(1–3a)y+(1+a)z–(1+2a)=0

ZeigenSiedurchentsprechendeUmformung,dassmanauch
beiEbenenbüschelndieEbenenscharEaindieForm
Ea=E0+aE*umformenkannundsichdamitfolgender
Ausdruckergibt:

Ea:x+y+z–1+a(–2x–3y+z–2)=0






g




E0:x+y+z=1

E*:–2x–3y+z=2



RaumfürUmformungen:






Aufgabe 17.5 

Rechnerische Überprüfung der Zugehörigkeit einer Ebene E zu einer Ebenenschar

SämtlicheÜberlegungenhinsichtlichderÜberprüfung,obeineEbenezueinerEbenenschargehört,
könnenvonderBetrachtungbeidenparallelenEbenenscharenaufEbenenbüschelübertragenwerden.
DamitwirdfürdieÜberprüfungauchhierderAnsatzEa = b . M  verwendetunddieentstehende
GleichungmitHilfeeinesKoeffizientenvergleichsgelöst. 

Information: 
WiebeiparallelenEbenengiltauchhier:
DieEbeneE*gehörtzwarzumBüschelmit
derTrägergeradeng,jedochnichtzur
EbenenscharEa.
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Beispiel 1:  

PrüfenSie,obdieEbene 

M:–x–2y+2z=3 bzw.  –x–2y+2z–3=0

zurEbenenscharEagehört.

DerAnsatzEa=b.Mführt,wiebeiScharenparallelerEbenen,zueinerGleichungmitfünf
Unbekannten,nämlichmitdenVariablenx,yundzsowiedenParameternaundb,dieebenfallswieder
mitHilfeeinesKoeffizientenvergleichsgelöstwerdenkann.


Gleichung: (1–2a)x+(1–3a)y+(1+a)z–(1+2a)=–bx–2by+2bz–3b


Schritt 1:  DieEbenengleichungenEaundb.Mübereinanderschreiben:


Ea: (1–2a)x+(1–3a)y + (1+a)z – (1+2a) =0
b.M: –bx– 2by + 2bz– 3b =0



Schritt 2: WennbeideSeitenderGleichungEa=b . Midentischsind,dannmüssendie

Koeffizientenidentischsein.KoeffizientenvergleichführtzueinemLGS:


Koeffizientenvonx I 1–2a = –b 
Koeffizientenvony II 1–3a =–2b 
Koeffizientenvonz III 1+a = 2b 
AusdruckohneVariable IV –1–2a =–3b 


Schritt 3: LGSlösen:


I–IV ⇒  2=2b ⇒  b = 1

binI ⇒  a=1

a,binII ⇒ –2=–2

a,binIII ⇒  2=2





 
Ergebnis: DasLGSlässtsichwiderspruchsfreilösen.DamitistderAnsatzEa=b . Merfüllt,undes

istrechnerischnachgewiesen,dassdieEbeneMzurEbenenscharEagehört.
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Beispiel 2:  

DieEbeneE*vonAufgabe17.4gehörtzwarzumEbenenbüschelmitderTrägergeradeng,jedochnicht
zurEbenenscharEa,damandurchEinsetzeneinerZahladieEbeneE*nichterzeugenkann.Zeigen
Sie,dassderAnsatzEa=b . E*zueinemWiderspruchführt.

 
Gleichung: (1–2a)x+(1–3a)y+(1+a)z–(1+2a)=–2bx–3by+bz–2b


Schritt 1:  Gleichungenübereinanderschreiben:


Ea: (1–2a)x+ (1–3a)y +(1+a)z– (1+2a) = 0


b . E*: ____x+ (____y) + ____z– ___ = 0


Schritt 2: WennbeideSeitenderGleichungEa=b . E*identischsind,dannmüssendie

Koeffizientenidentischsein.KoeffizientenvergleichführtzueinemLGS.


Koeffizientenvonx I 1–2a= –2b
Koeffizientenvony II 1–3a= –3b
Koeffizientenvonz III 1+a= b
AusdruckohneVariable IV –1–2a= –2b


Schritt 3:  LGSlösen:


I _______ =____ 


IV _______ = ___
_

 I–IV

 2 = 0  ⇒Widerspruch

Ergebnis: DasLGSführtzueinemWiderspruch.DamitistderAnsatzEa=b . E*nichterfüllt,unddie

EbeneE*gehört(wieobenschonerläutert)nichtzurEbenenschar.
  




Aufgabe 17.6 

Trägergerade bei einem Ebenenbüschel bestimmen 

FürdieBestimmungderTrägergeradengibteszweiVerfahren.

Verfahren1: ManermitteltdieSchnittgeradevonzweimöglichsteinfachenRepräsentanteneiner

EbenenscharEa,beispielsweisedieSchnittgeradevonE0undE1.

Verfahren2: MantrenntdieEbenenscharwieinAufgabe17.5inEa=E0+aE*undermitteltdie

SchnittgeradevonE0undE*.
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Beispiel 2:  

DieEbeneE*vonAufgabe17.4gehörtzwarzumEbenenbüschelmitderTrägergeradeng,jedochnicht
zurEbenenscharEa,damandurchEinsetzeneinerZahladieEbeneE*nichterzeugenkann.Zeigen
Sie,dassderAnsatzEa=b . E*zueinemWiderspruchführt.

 
Gleichung: (1–2a)x+(1–3a)y+(1+a)z–(1+2a)=–2bx–3by+bz–2b


Schritt 1:  Gleichungenübereinanderschreiben:


Ea: (1–2a)x+ (1–3a)y +(1+a)z– (1+2a) = 0


b . E*: ____x+ (____y) + ____z– ___ = 0


Schritt 2: WennbeideSeitenderGleichungEa=b . E*identischsind,dannmüssendie

Koeffizientenidentischsein.KoeffizientenvergleichführtzueinemLGS.


Koeffizientenvonx I 1–2a= –2b
Koeffizientenvony II 1–3a= –3b
Koeffizientenvonz III 1+a= b
AusdruckohneVariable IV –1–2a= –2b


Schritt 3:  LGSlösen:


I _______ =____ 


IV _______ = ___
_

 I–IV

 2 = 0  ⇒Widerspruch

Ergebnis: DasLGSführtzueinemWiderspruch.DamitistderAnsatzEa=b . E*nichterfüllt,unddie

EbeneE*gehört(wieobenschonerläutert)nichtzurEbenenschar.
  




Aufgabe 17.6 

Trägergerade bei einem Ebenenbüschel bestimmen 

FürdieBestimmungderTrägergeradengibteszweiVerfahren.

Verfahren1: ManermitteltdieSchnittgeradevonzweimöglichsteinfachenRepräsentanteneiner

EbenenscharEa,beispielsweisedieSchnittgeradevonE0undE1.

Verfahren2: MantrenntdieEbenenscharwieinAufgabe17.5inEa=E0+aE*undermitteltdie

SchnittgeradevonE0undE*.
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Übungen 


Ü17.1 BestätigenSiedurchRechnungmitHilfevonVerfahren1,dassdieEbenenschar

Ea:(1–2a)x+(1–3a)y+(1+a)z=1+2a dieTrägergeradeg:

1 4

x 1 r 3

1 1

      = − + −      
−   


besitzt.



Ü17.2 BildenSieausdenEbenenE:2x+3y–z=1undF:x–2z=2eineEbenenscharGa,zuder

dieEbeneFnichtgehört,undeineEbenenscharHa,zuderdieEbeneEnichtgehört.

Ga:_______________________________________

Ha:_______________________________________
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Ü17.3 ErmittelnSiedieTrägergeradegzurEbenenscharEa:(a–1)x+2y+(2a+3)z=a–2mitHilfe
vonVerfahren2,undgebenSieeineEbenean,welchedieTrägergeradegenthält,jedochnicht

zurEbenenscharEagehört.(ZurKontrolle: 51
2 2

2

g : x r

0 1

1      
= +         


)




ErgänzendeÜbungen: 
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Ü17.3 ErmittelnSiedieTrägergeradegzurEbenenscharEa:(a–1)x+2y+(2a+3)z=a–2mitHilfe
vonVerfahren2,undgebenSieeineEbenean,welchedieTrägergeradegenthält,jedochnicht

zurEbenenscharEagehört.(ZurKontrolle: 51
2 2

2

g : x r

0 1

1   −   
= − + −         


) 




ErgänzendeÜbungen: 
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RaumfürNotizen
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Kapitel 18: Grundlegendes zu Matrizen 
 
Der Begriff der Matrix und die Rechenregeln für den Umgang mit Matrizen waren bereits im 19. Jahr-
hundert bekannt. Die Bedeutung der Matrizen für die Anwendung wurde jedoch erst später deutlich. Man 
kann Matrizen beispielsweise bei der Verschlüsselung bzw. Kodierung von Daten, der Beschreibung von 
Produktions- und Transportprozessen sowie für die Transformation von Koordinatensystemen bei der 
Programmierung von Robotersteuerungen und vielem mehr verwenden. Im Rahmen dieser Unterlagen 
wird der Einsatz der Matrizen auf die Anwendung bei linearen Abbildungen und den dazu notwendigen 
Rechenoperationen für Matrizen beschränkt. Darüber hinausgehende Regeln und Verallgemeinerungen 
können Tafelwerken und Schulbüchern entnommen werden. 
 
Begriff Matrix 
 
Als Matrix bezeichnet man ein Zahlenfeld aus m Zeilen und n Spalten. Bei linearen Abbildungen 
kommen nur Matrizen mit gleicher Anzahl von Zeilen und Spalten vor. Man nennt diese Matrizen 
quadratische Matrizen. 
 

 
Quadratische Matrix in der Ebene, also im R2: 

 

11 12

21 22

a a
A

a a

 
=     

 
 
 

Quadratische Matrix im Raum, also im R3: 
 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

b b b

B b b b

b b b

  
=    

 

 
 
Aufgabe 18.1 
 
Addition und Subtraktion von Matrizen 
 
Ergänzen Sie im folgenden Beispiel fehlende Zahlenwerte, erläutern Sie anschließend, wie man zwei 
Matrizen addiert.  
 
 

Addition im R2 
1 2 3 4 1 3 2 4 4 6

0 3 2 0 0 2 _____ 2 __

+ +       
+ = =       

+         

 
 

Addition im R3 

1 0 2 2 4 1 1 2 0 4 ____ 2 4 __

3 5 1 0 0 1 ____ ____ 1 1 3 __ __

0 1 1 0 1 2 ____ ____ ____ __ 2 __

+ +              
+ = + =                     

 

 

Subtraktion im R3 

1 0 2 2 4 1 1 2 0 4 ____ 1 4 __

3 5 1 0 0 1 ____ ____ 1 1 3 __ 0

0 1 1 0 1 2 ____ ____ ____ __ 0 __

− − − −              
− = − =                     

 

 
Ergänzen Sie den folgenden Satz: 
 
Zwei Matrizen werden addiert bzw. subtrahiert, indem man die an den entsprechenden Stellen  
 
befindlichen ____________________ addiert bzw. subtrahiert. 
 
 

Die Elemente einer Matrix A 
werden mit amn oder für eine 
Matrix B mit bmn angegeben. 
 

Die erste Ziffer gibt die 
Zeile m an. 
 

Die zweite Ziffer gibt die 

Spalte n an. 
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Aufgabe18.2


MultiplikationeinerMatrixmiteinerreellenZahlr


VerdeutlichenSiesichdieVorgehensweiseamBeispielundergänzenSiedieinderRechnungundim
TextfehlendenAngaben:


MultiplikationimR2
2 1 4 2

2
3 5 6 10
   

⋅ =   
− −      oderimR3 

1 2 3 3 6 __

3 4 5 6 __ __ __

7 8 9 21 __ 27

      
⋅ =      

− −   



ManmultiplizierteineMatrixmiteinerreellenZahl,indemman_______________ElementderMatrix

mitderZahlr__________________.


Aufgabe18.3

MultiplikationeinerMatrixmiteinemVektor

a)VerdeutlichenSiesichdieVorgehensweiseamBeispiel,undergänzenSiedieinderRechnungund

imTextfehlendenAngaben:






MultiplikationimR2 
2 1 4 2 4 1 6 8 6 14

3 5 6 3 4 ( 5) 6 12 30 18

⋅ + ⋅ +         
⋅ = = =         

− ⋅ + − ⋅ − −          



MultiplikationimR3 

1 2 3 1 1 ( 1) 2 4 3 3 1 8 __ 16

4 5 6 4 4 ( 1) __ 4 6 __ __ 20 18 34

7 8 9 3 7 ( 1) __ 4 __ __ __ __ __ 2

− ⋅ − + ⋅ + ⋅ − + +                  
⋅ = ⋅ − + ⋅ + ⋅ = + + =                  

− ⋅ − + ⋅ + ⋅ − + −         




EineMatrixAwirdmiteinemVektor a


multipliziert,indemmanjedesElementineiner_________der

MatrixmitdenKomponentendesVektorsmultipliziertunddiedreiProdukteanschließendzeilenweise

_____________.


b)VerdeutlichenSiesichdurchBerechnungdesfolgendenProdukts,dassbeiderMultiplikationder

MatrixmiteinemVektor

x

x y

z

  
=    


einlinearesGleichungssystementsteht.



2 0 1 x 2 2x z 2 2x z 2

1 4 2 y 1 __ x __ y 2 __ 1 x 4y 2z 1

3 1 2 z 3 ___ ___ ___ 3 3x y 2z 3

+ + =                  
= ⇔ + + = ⇔ + + =                  

+ + + + =         


Durchdie
Multiplikation
entstehteinVektor.

DieVektorgleichung
wirdkomponenten-
weiseaufgelöst.

DieMultiplikationvonMatrizenmiteinem
SpaltenvektorentsprichtdemSkalarprodukt
jederZeilederMatrixmitdemSpaltenvektor.
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Aufgabe18.4

MultiplikationeinerMatrixmiteinerMatrix

VerdeutlichenSiesichanhandderGraphikdieVorgehensweisebeiderMultiplikationvonquadratischen
MatrizenmitdreiZeilenund3SpaltenundergänzenSieimTextfehlendeAngaben.

a)



_ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _

                         

_ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _

                         

_ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _

                          

– Das1.Elementder1.ZeilevonCentstehtdurchMultiplikation

der__ZeilevonAmitder__SpaltevonB.

– Das2.Elementder1.ZeilevonCentstehtdurchMultiplikation

der____________vonAmitder______________vonB.

– Das3.Elementder1.ZeilevonCentstehtdurchMultiplikation

der____________vonAmitder______________vonB.

– Das1.Elementder2.ZeilevonCentstehtdurchMultiplikation

der____________vonAmitder______________vonB.

– Das2.Elementder2.ZeilevonCentstehtdurchMultiplikation

der____________vonAmitder______________vonB.

⋮ 

– Das3.Elementder3.ZeilevonCentstehtdurchMultiplikation

der____________vonAmitder______________vonB.


b)ÜbertragenSiedasVerfahrenzurMultiplikationauf2x2MatrizenundbestätigenSiedasangegebene

ErgebnisfürdiefolgendenMatrizendurchNachrechnen:


2 3 1 3 _________ _________ 4 9

1 4 2 1 _________ _________ 7 7
                      


c) BestätigenSiedieangegebenenErgebnissedurchNachrechnenundbegründenSiedamit,dassfür

dieMatrizenmultiplikationdasKommutativgesetznichtgültigist:


1 2 1 2 0 3 _____________ _____________ _____________ 2 9 6

3 0 2 1 4 1 _____________ _____________ _____________ 10 2 11

4 1 0 2 1 1 _____________ _____________ _____________ 7 4 13

                                   



2 0 3 1 2 1 _____________ _____________ _____________ 14 7 2

1 4 1 3 0 2 _____________ _____________ _____________ 15 1 7

2 1 1 4 1 0 _____________ _____________ _____________ 9 5 4

                                   



DieMatrizenmultiplikationistnichtkommutativ,dadieProdukte A B und B A _____________

_______________________________________________________________________________.
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Aufgabe18.4

MultiplikationeinerMatrixmiteinerMatrix

VerdeutlichenSiesichanhandderGraphikdieVorgehensweisebeiderMultiplikationvonquadratischen
MatrizenmitdreiZeilenund3SpaltenundergänzenSieimTextfehlendeAngaben.

a)



_ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _

          
⋅ =               

_ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _

          
⋅ =               

_ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _

          
⋅ =                

– Das1.Elementder1.ZeilevonCentstehtdurchMultiplikation

der__ZeilevonAmitder__SpaltevonB.

– Das2.Elementder1.ZeilevonCentstehtdurchMultiplikation

der____________vonAmitder______________vonB.

– Das3.Elementder1.ZeilevonCentstehtdurchMultiplikation

der____________vonAmitder______________vonB.

– Das1.Elementder2.ZeilevonCentstehtdurchMultiplikation

der____________vonAmitder______________vonB.

– Das2.Elementder2.ZeilevonCentstehtdurchMultiplikation

der____________vonAmitder______________vonB.

⋮ 

– Das3.Elementder3.ZeilevonCentstehtdurchMultiplikation

der____________vonAmitder______________vonB.


b)ÜbertragenSiedasVerfahrenzurMultiplikationauf2x2MatrizenundbestätigenSiedasangegebene

ErgebnisfürdiefolgendenMatrizendurchNachrechnen:


2 3 1 3 _________ _________ 4 9

1 4 2 1 _________ _________ 7 7

− −       
⋅ = =       

− − −        


c) BestätigenSiedieangegebenenErgebnissedurchNachrechnenundbegründenSiedamit,dassfür

dieMatrizenmultiplikationdasKommutativgesetznichtgültigist:


1 2 1 2 0 3 _____________ _____________ _____________ 2 9 6

3 0 2 1 4 1 _____________ _____________ _____________ 10 2 11

4 1 0 2 1 1 _____________ _____________ _____________ 7 4 13

              
⋅ − = =                     




2 0 3 1 2 1 _____________ _____________ _____________ 14 7 2

1 4 1 3 0 2 _____________ _____________ _____________ 15 1 7

2 1 1 4 1 0 _____________ _____________ _____________ 9 5 4

              
− ⋅ = = −                     




DieMatrizenmultiplikationistnichtkommutativ,dadieProdukte A B und B A⋅ ⋅ _____________

_______________________________________________________________________________.
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d)BestätigenSiemitHilfederMatrizenA,BundC,dassdasAssoziativgesetz A (B C) (A B) C⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ für
dieMatrizenmultiplikationgültigist:


1 2 1 2 1 1
A B C

3 1 2 3 3 4

1 2 1 2 1 1 1 2 ___ ___ ___ ___
A (B C)

3 1 2 3 3 4 3 1 ___ ___ ___ ___

1 2 1 2 1 1 ___ ___
(A B) C

3 1 2 3 3 4 ___ ___

− −     
= = =     

−     
 − −           

⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ =            
−            

 − −      
⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =      

−      
1 1 ___ ___

3 4 ___ ___

19 37
Kontrollergebnis : In beiden Fällen ergibt sich die Matrix :

22 41

−    
⋅ =          

   







Aufgabe18.5

BerechnenderDeterminanteeinerMatrix

DurchdieBerechnungderDeterminanteeinerMatrixwirddiesereinSkalarbzw.Zahlenwert
zugeordnet.DerberechneteSkalarbeinhaltetvielseitigverwendbareInformationen,aufdieandieser
Stellejedochnichtausführlicheingegangenwerdensoll.EswirdhierjedochjeweilsaneinemBeispiel
beschrieben,wiemanbeieiner2x2-Matrixundeiner3x3-MatrixdieDeterminanteberechnenkann.

a)Determinantebeieiner2x2-Matrix










a b a b
Det A Det ad bc

c d c d
 

= = = −  
bc− ad 



ZeigenSie,dasssichfürdieDeterminantederMatrix
1 2

A
3 1
 

=    derWert–5ergibt.





AnstattdenAusdruckDetvordieMatrixmitrunden
Klammernzuschreiben,kannmandieMatrixauchmit
zweisenkrechtenStrichendarstellen.DieElemente
werden,wiehiergezeigt,miteinandermultipliziert.
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b)Determinantebeieiner3x3-Matrix









a b c a b c a b

Det A Det d e f d e f d e

g h i g h i g h

     
ceg afh bdi aei bfg cdh



Det A aei bfg cdh ceg afh bdi 






ZeigenSie,dassdieDeterminantederMatrixD=

2 2
0

2 2
0 1 0

2 2
0

2 2

        

denWert1(*)hat.





(*)Anmerkung:SiewerdenspäterinÜbung22.1lernen,dassdieMatrixDeinesogenannte

Drehmatrixist.BeieinerlinearenAbbildunghatdieDeterminanteeinerDrehmatrix
immerdenWert1.(vgl.auchKapitel24ÜberblickzuDrehung)

Dieerstenbeiden
Spaltenvektorender
Matrixwerdenhinten
angehängt.

Auchhierkennzeichnendie
beidensenkrechtenStriche,
dassdieDeterminanteder
Matrixberechnetwird.

DieElementeunterdendiagonalenLinien
werdenmultipliziert.


DasProdukterhälteinpositives
Vorzeichen,wennvonobenlinksnach
untenrechtsmultipliziertwird.


DasProdukterhälteinnegatives
Vorzeichen,wennvonobenrechtsnach
untenlinksmultipliziertwird.
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b)Determinantebeieiner3x3-Matrix









a b c a b c a b

Det A Det d e f d e f d e

g h i g h i g h

  
= =   

ceg− afh− bdi− aei bfg cdh



Det A aei bfg cdh ceg afh bdi= + + − − − 






ZeigenSie,dassdieDeterminantederMatrixD=

2 2
0

2 2
0 1 0

2 2
0

2 2

 
− −     

−  

denWert1(*)hat.





(*)Anmerkung:SiewerdenspäterinÜbung22.1lernen,dassdieMatrixDeinesogenannte

Drehmatrixist.BeieinerlinearenAbbildunghatdieDeterminanteeinerDrehmatrix
immerdenWert1.(vgl.auchKapitel24ÜberblickzuDrehung)

Dieerstenbeiden
Spaltenvektorender
Matrixwerdenhinten
angehängt.

Auchhierkennzeichnendie
beidensenkrechtenStriche,
dassdieDeterminanteder
Matrixberechnetwird.

DieElementeunterdendiagonalenLinien
werdenmultipliziert.


DasProdukterhälteinpositives
Vorzeichen,wennvonobenlinksnach
untenrechtsmultipliziertwird.


DasProdukterhälteinnegatives
Vorzeichen,wennvonobenrechtsnach
untenlinksmultipliziertwird.
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Aufgabe18.6

BesondereMatrizen

a)DieEinheitsmatrix


DieMatrixE=

1 0 0

0 1 0

0 0 1

     
wirdalsEinheitsmatrixEbezeichnet.

WeisenSieamfolgendenBeispielnach,dassfürdieMultiplikationeinerMatrixAmitder
EinheitsmatrixEgilt: A E A⋅ = undauchE A A⋅ = 


2 0 3 1 0 0 _____________ _____________ _____________ 2 0 3

1 4 1 0 1 0 _____________ _____________ _____________ 1 4 1

2 1 1 0 0 1 _____________ _____________ _____________ 2 1 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

              
− ⋅ = = −                     




2 0 3 _____________ _____________ _____________ 2 0 3

1 4 1 _____________ _____________ _____________ 1 4 1

2 1 1 _____________ _____________ _____________ 2 1 1

             
⋅ − = = −                    





b)ZeigenSiedurchRechnung,dassfürdiefolgendenMatrizenjeweilsgilt: A B E⋅ = 


1
3

2
3

03 0 _________ _________ 1 0

12 1 _________ _________ 0 1

      
⋅ = =      

−       


1 0 2 9 4 2 _____________ _____________ _____________

4 1 1 31 13 7 _____________ _____________ _____________

3 2 7 5 2 1 _____________ _____________ _____________

− −              
⋅ − = =              

− −       



DieMatrixBwirdalsinverseMatrixzurMatrixAbezeichnet.ManschreibtfürBauchA–1.

FürinverseMatrizengilt: −

⋅ =
1A A E und −

⋅ =
1A A E 




Aufgabe18.6

DaMatrizenoperationen,hiervorallemdasBerechnenvoninversenMatrizen(InvertierenvonMatrizen),
inderRegeleinesumfangreichenRechenaufwandsbedürfen,istessinnvoll,denTaschenrechnerzu
verwenden.ErarbeitenSiesichggf.mitHilfederBedienungsanleitung,wieSiebeiderMultiplikationvon
MatrizenIhrenTaschenrechnereinsetzenkönnenundwieSiemitHilfeIhresTaschenrechnerseine
Matrixinvertierenkönnen.







ErgänzendeÜbungen: 
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Kapitel19:Projektion

WasmaninderlinearenAlgebrauntereinerProjektionversteht,kannmansichsehranschaulich
verdeutlichen,wennmanandieProgrammierungvonComputerspielendenkt.Hiermüssen
beispielsweiseSpielabläufe,dieimdreidimensionalenRaumstattfinden,aufdemBildschirmeines
Monitorsdargestelltwerden.DasbedeutetunterVerwendungderFachterminologie,dassder
dreidimensionaleRaumR3aufdiezweidimensionaleFlächedesBildschirms,alsodenR2,projiziertwird.
UmeinmöglichsthohesMaßanAnschaulichkeitzuerhalten,werdenindenerstenAufgabennur
ProjektioneninderEbenebetrachtet.


Aufgabe19.1

ProjizierenSiediePunkteinderx,y-EbeneinRichtungderzweitenWinkelhalbierendenaufdie

GeradegB:y=0,5xoderinvektoriellerDarstellung B

2
g : x r

1
   


.


a)ErläuterungderAufgabenstellung


Umgangssprachlichbedeutetdas,wiemander
Abbildung19.1entnehmenkann,dassalle
Punktederx,y-EbeneinRichtungderzweiten
Winkelhalbierenden,aufdieBildgeradegB
"geschoben",d.h.projiziertwerden.Die
RichtungderProjektionbzw."Verschiebung"
gibtmanebenfallsdurcheineGeradean,dieals
ProjektionsgeradegPbezeichnetwird.

DerPunktAhatbeispielsweisedenBildpunktA'.
Punkte,welchebereitsaufderBildgeradengB
liegenwerdenaufsichselbstabgebildet,hier
z.BD=D'.Punkte,dieaufsichselbst
abgebildetwerden,nenntmanFixpunkte.

GebenSiejeweilsdieKoordinatender
eingezeichnetenPunkteundBildpunktean:












A

C

C’ D
D’

B
Pg

1

1

A’

E’

E

Projektionsrichtung

Bg

B’


Abb.19.1


AllgemeinwirdjedemPunktX(x/y)derEbenedurchProjektioninRichtungderGeradengPein
BildpunktX'(x'/y')aufderGeradengBzugeordnet.MannennteinesolcheZuordnungeineAbbildung
derEbene(alsodeszweidimensionalenRaumesR2)aufeineGerade(alsoaufdeneindimensionalen
RaumR1)
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Kapitel19:Projektion

WasmaninderlinearenAlgebrauntereinerProjektionversteht,kannmansichsehranschaulich
verdeutlichen,wennmanandieProgrammierungvonComputerspielendenkt.Hiermüssen
beispielsweiseSpielabläufe,dieimdreidimensionalenRaumstattfinden,aufdemBildschirmeines
Monitorsdargestelltwerden.DasbedeutetunterVerwendungderFachterminologie,dassder
dreidimensionaleRaumR3aufdiezweidimensionaleFlächedesBildschirms,alsodenR2,projiziertwird.
UmeinmöglichsthohesMaßanAnschaulichkeitzuerhalten,werdenindenerstenAufgabennur
ProjektioneninderEbenebetrachtet.


Aufgabe19.1

ProjizierenSiediePunkteinderx,y-EbeneinRichtungderzweitenWinkelhalbierendenaufdie

GeradegB:y=0,5xoderinvektoriellerDarstellung B

2
g : x r

1
 

=   


.


a)ErläuterungderAufgabenstellung


Umgangssprachlichbedeutetdas,wiemander
Abbildung19.1entnehmenkann,dassalle
Punktederx,y-EbeneinRichtungderzweiten
Winkelhalbierenden,aufdieBildgeradegB
"geschoben",d.h.projiziertwerden.Die
RichtungderProjektionbzw."Verschiebung"
gibtmanebenfallsdurcheineGeradean,dieals
ProjektionsgeradegPbezeichnetwird.

DerPunktAhatbeispielsweisedenBildpunktA'.
Punkte,welchebereitsaufderBildgeradengB
liegenwerdenaufsichselbstabgebildet,hier
z.BD=D'.Punkte,dieaufsichselbst
abgebildetwerden,nenntmanFixpunkte.

GebenSiejeweilsdieKoordinatender
eingezeichnetenPunkteundBildpunktean:












A

C

C’ D
D’

B
Pg

1

1

A’

E’

E

Projektionsrichtung

Bg

B’


Abb.19.1


AllgemeinwirdjedemPunktX(x/y)derEbenedurchProjektioninRichtungderGeradengPein
BildpunktX'(x'/y')aufderGeradengBzugeordnet.MannennteinesolcheZuordnungeineAbbildung
derEbene(alsodeszweidimensionalenRaumesR2)aufeineGerade(alsoaufdeneindimensionalen
RaumR1)
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b)ErmittlungderAbbildungsvorschriftinFormeinerProjektionsmatrix


Schritt1: BestimmenderGeradengleichungderProjektionsgeradengP,welchedieRichtungder
Projektionvorgibt



P

P

1
g : x ' x s

1
x ' x 1

g : s
y ' y 1

 
= +  

−      
= +     

−     

 




Schritt2: DieinAbb.19.1eingezeichneteProjektionsgeradeverläuftdurchdenPunktE.Der

BildpunktvonEliegtimSchnittpunktderProjektionsgeradengPmitderBildgeradengB,
hieralsoimUrsprung.WennSiedieProjektionsgeradedurchdenPunktBzeichnen,
erkennenSie,dassderBildpunktB'ebenfallsimSchnittpunktderBildgeradenmitder
Projektionsgeradenliegt.


ErgänzenSie:
FürallePunktederEbenegilt:DerBildpunktX'einesbeliebigenPunktesXliegtim

___________________________________derGeradengPundgB.D.h.manberechnet

X'durchGleichsetzenderGeraden____und____.


Schritt3: GleichsetzenundBerechnendesParameterssderProjektionsgeraden.Verdeutlichen

SiesichdieRechenschritteunddieUnterschiedezurbisherigenSchnittpunktsberechnung
beiGeraden.


B Pg g

2 x 1
r s

1 y 1

I 2r x s I 2IIII r y s

=

     
= +     

−     
= +

−
= −

1 2
3 3

0 x 2y 3s

s x y

= − +

= − +




Schritt4: BerechnendesvonxundyabhängigenSchnittpunktesdurchEinsetzenvonsindie

ProjektionsgeradegP.


1 2
3 3

1 2 1 2
3 3 3 3
1 2 1 2
3 3 3 3

2 2
3 3
1 1
3 3

2 2
3 3
1 1
3 3

x 1
x ' ( x y)

y 1

x y x x yx
x '

y x y y x y

x y
x '

x y

x
x '

y

+

+ +

+

   
= + − ⋅   

−   
   − −     = + =     − + −     

  =  + 
    =      











Neu:
InderGeradengleichunghatder
Stützvektorkeineeindeutigen
Zahlenwerte,sondernistvariabel.

Neu:
DerParametersnimmt
nunkeinenZahlenwertan,
sondernistvonxundy
abhängig.

DerAusdruckinder
Klammerentsprichtdem
ProduktauseinerMatrix
unddemVektor x


.Der

Vektorkann
ausgeklammertwerden.

DieMatrix

A=
2 2
3 3
1 1
3 3

    
wirdals

Abbildungsmatrix
undhierspeziellals
Projektionsmatrix
bezeichnet.

Zusammenfassen
derVektoren

EinbeliebigerPunktX(x/y)mitdem
Ortsvektor x


wirdaufdieBildgerade

projiziert(geschoben),wodurchmanden
BildpunktX'mitdemOrtsvektor x '


erhält.
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c) AnwendeneinerAbbildungsmatrix


DiefolgendeAufgabenstellungverdeutlichtdieAnwendungderunterb)ermitteltenProjektionsmatrix
inBezugaufdieinAbb.19.1dargestelltenPunkte.VerdeutlichenSiedieVorgehensweiseam
BeispielvonPunktA,berechnenSieanschließendanalogdazudieKoordinatenderBildpunkte
vonB,C,DundEundvergleichenSiedieErgebnissemitderAbb.19.1.


102 2 4
3 3 3 3

51 1 2
3 3 3 3

2 2
3 3
1 1
3 3

5 2
A( 5 / 2) a ' A '( 2 /1)

2 1

__ __ __ __
B(__/__) b ' B '(__/__)

__ __ __ __

__ __ __
C(__/__) __

__

        ⇒ ⇒            
        ⇒ ⇒             

    ⇒        





 __
__'(__/__)

__ __ __

__ __ __ __
D(__/__) __ __'(__/__) (Fixpunkt)

__ __ __ __

__ __ __ __
E(__/__) __ __'(__/__)

__ __ __ __

    ⇒      

        ⇒   ⇒              

        ⇒   ⇒              







Vergleich:

 

 



Zusammenfassung:ProjektionaufeineGeradeimR2



MitHilfederGleichung '
 

Ax x kannmanbeiderProjektioneinesPunktesX(x/y)dieKoordinatendes
BildpunktesX'(x'/y')berechnen.



DefinitionlineareAbbildung:

EineAbbildung,diemanmiteinerGleichungderForm '
 

Ax x beschreibenkann,wirdals
lineareAbbildungbezeichnet.BeieinerlinearenAbbildungaufeineGeradeliegendie
BildpunkteimmeraufeinerUrsprungsgeraden.
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c) AnwendeneinerAbbildungsmatrix


DiefolgendeAufgabenstellungverdeutlichtdieAnwendungderunterb)ermitteltenProjektionsmatrix
inBezugaufdieinAbb.19.1dargestelltenPunkte.VerdeutlichenSiedieVorgehensweiseam
BeispielvonPunktA,berechnenSieanschließendanalogdazudieKoordinatenderBildpunkte
vonB,C,DundEundvergleichenSiedieErgebnissemitderAbb.19.1.


102 2 4
3 3 3 3

51 1 2
3 3 3 3

2 2
3 3
1 1
3 3

5 2
A( 5 / 2) a ' A '( 2 /1)

2 1

__ __ __ __
B(__/__) b ' B '(__/__)

__ __ __ __

__ __ __
C(__/__) __

__

   − +− −     − ⇒ = = = ⇒ −      − +      
        ⇒ = = = ⇒             

    ⇒ =   =      





 __
__'(__/__)

__ __ __

__ __ __ __
D(__/__) __ __'(__/__) (Fixpunkt)

__ __ __ __

__ __ __ __
E(__/__) __ __'(__/__)

__ __ __ __

   
= ⇒      

        ⇒ =   = = ⇒              

        ⇒ =   = = ⇒              







Vergleich:

 

 



Zusammenfassung:ProjektionaufeineGeradeimR2



MitHilfederGleichung '
 

Ax x= kannmanbeiderProjektioneinesPunktesX(x/y)dieKoordinatendes
BildpunktesX'(x'/y')berechnen.



DefinitionlineareAbbildung:

EineAbbildung,diemanmiteinerGleichungderForm '
 

Ax x= beschreibenkann,wirdals
lineareAbbildungbezeichnet.BeieinerlinearenAbbildungaufeineGeradeliegendie
BildpunkteimmeraufeinerUrsprungsgeraden.
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Aufgabe19.2

EigenschaftenderProjektionsmatrix


AnhanddesBeispielsvonAufgabe19.1sollennunwichtigeEigenschaftenvonProjektionsmatrizen
dargestelltundneueBegriffewieFixpunkt-undBildmengesowieKerneinerAbbildungerläutertwerden.
VerdeutlichenSiesichdiefolgendenAusführungenundergänzenSieggf.fehlendeAngaben.

a)ZeigenSiedurchBerechnungdesProdukts 2A A A⋅ = ,dassgiltA2=A



2 2 2 2
3 3 3 3
1 1 1 1
3 3 3 3

_______ _______ ___ ___

_______ _______ ___ ___

                ⋅ = =                 




GeometrischeErläuterung:
EineeinmaligeAnwendungderMatrixAaufeinenPunktprojiziertbzw.verschiebtdiesenPunktauf
dieBildgerade.AllePunkteaufderBildgeraden(vgl.PunktDinAbb.19.1)sindFixpunkteund
werdennichtverschoben.Dasbedeutet,wennmandieMatrixAzweimalhintereinandererstaufden
PunktunddanachaufdenBildpunktanwendet,wirddasErgebnisdererstenAbbildungnichtmehr
verändert.



b)VergleichenSiedenRichtungsvektorderBildgeradenmitdenSpaltenvektorenderMatrixAund

ergänzenSiedenfolgendenSatz.


Bildgerade: B

2
g : x ' r

1
 

=   


 Abbildungsmatrix:
2 2
3 3
1 1
3 3

2 21
A

1 13

    = = ⋅      



DieSpaltenvektorenderAbbildungsmatrixsindlinearabhängigundentsprechendem

_______________________derBildgeraden.




c) Fixpunktmenge,KernundBildmengebeieinerProjektion

DieBerechnungvonFixpunktmenge,KernundBildmengeunddieBedeutungderBegriffebeieiner
ProjektionwerdenanhanddesBeispielsvonAufgabe19.1erläutert.



AnsatzFixpunktmenge:  A x x⋅ =

 






2 2
3 3
1 1
3 3

x x

y y

      ⇒ =         


ZulösendesLGS: 2 2
3 3
1 1
3 3

I x y x
II x y y

+ =

+ =

1 2
3 3
1 2
3 3

I x y 0
II x y 0

− + =

− =








BeideGleichungensindidentisch.
x 2y 0⇒ − = 


InterpretationdesErgebnisses: DasErgebnisistdieGerade 1

2

2
y x oder x r

1
 

= =   


.

Damit entsprichtdieFixpunktmengederBildgeraden.




DieFixpunktmengeliefert
allePunke,diebeider
Abbildungaufsichselbst
abgebildetwerden.
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AnsatzKern: A x 0

 






2 2
3 3
1 1
3 3

x 0

y 0

      ⇒          



ZulösendesLGS:


2 2
3 3
1 1
3 3

I x y 0
II x y 0





BeideGleichungensindidentisch.
umgeformt⇒ x+y=0


InterpretationdesErgebnisses: DasErgebnisistdieProjektionsgeradey=–xunddamitdie
2.Winkelhalbierende.D.h.allePunkteaufder
ProjektionsgeradenwerdeninderRichtungderProjektionauf
denUrsprungabgebildet.




AnsatzBildmenge: A x x '
 


2 2
3 3
1 1
3 3

x x '

y y '

      ⇒          

ZulösendesLGS: 2 2
3 3
1 1
3 3

I x y x '
II x y y ' I 2II

0 x ' 2y '






InterpretationdesErgebnisses: DasErgebniskannzu 1
2y ' x ' umgeformtwerdenund

entsprichtderFixpunktmengeoderderMengealler
BildpunkteaufderBildgeraden.


Übungen

Ü19.1 ProjizierenSiediePunktederx,y-EbeneinRichtungderGeraden
1

y x
3

aufdiex-Achse.

FührenSiedieBerechnungenimHeftdurch.


a) ZeigenSieanhandeinerZeichnung,dassderPunktP(–1/2)aufdenPunktP'(5/0)
abgebildetwird.

b) ZeigenSiedurchRechnunganalogzurAufgabe19.1,dasssichalsProjektionsmatrixdie

Matrix
1 3

A
0 0
    ergibt.

c) ÜberprüfenSie,obgilt: 2A A A A 
d) ÜberprüfenSie,obdieSpaltenvektorenderAbbildungsmatrixAlinearabhängigsindund

demRichtungsvektorderBildgeradenentsprechen.
e) BestimmenSieanalogzurAufgabe19.2dieFixpunktmenge,denKernunddieBildmenge

beiderProjektionundinterpretierenSiedieErgebnisse.


Ü19.2 ProjizierenSiediePunktederx,y-EbeneinRichtungderGeradeny=–xaufdieGeradey=x
(orthogonaleProjektion).FührenSiedieBerechnungenimHeftdurch.
a) ZeigenSieanhandeinerZeichnung,dassderPunktP(9/3)aufdenPunktP'(6/6)abgebildet

wirdundderPunktQ(4/4)einFixpunktist.
b) ZeigenSiedurchRechnunganalogzurAufgabe19.1,dasssichalsProjektionsmatrixdie

Matrix
1 11

A
1 12

    ergibt.

c) ÜberprüfenSie,obgilt: 2A A A A 
d) ÜberprüfenSie,obdieSpaltenvektorenderAbbildungsmatrixAlinearabhängigsindund

demRichtungsvektorderBildgeradenentsprechen.
e) BestimmenSieanalogzurAufgabe19.2dieFixpunktmenge,denKernunddieBildmenge

beiderProjektionundinterpretierenSiedieErgebnisse.

DasLGSmusssichso
umformenlassen,dassauf
derlinkenSeiteNullentsteht.

DerKernliefertalsErgebnisdie
MengeallerPunkte,dieaufden
Ursprungabgebildetwerden.

DieBildmengeisthier
nurbestimmbar,weilalle
abgebildetenPunkteauf
einerGeradenliegen,
alsoeineeinheitlich
beschreibbareBildmenge
haben.
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AnsatzKern: A x 0⋅ =

 






2 2
3 3
1 1
3 3

x 0

y 0

      ⇒ =         



ZulösendesLGS:


2 2
3 3
1 1
3 3

I x y 0
II x y 0

+ =

+ =




BeideGleichungensindidentisch.
umgeformt⇒ x+y=0


InterpretationdesErgebnisses: DasErgebnisistdieProjektionsgeradey=–xunddamitdie
2.Winkelhalbierende.D.h.allePunkteaufder
ProjektionsgeradenwerdeninderRichtungderProjektionauf
denUrsprungabgebildet.




AnsatzBildmenge: A x x '⋅ =

 


2 2
3 3
1 1
3 3

x x '

y y '

      ⇒ =          

ZulösendesLGS: 2 2
3 3
1 1
3 3

I x y x '
II x y y ' I 2II

+ =

+ = −

0 x ' 2y '= −






InterpretationdesErgebnisses: DasErgebniskannzu 1
2y ' x '= umgeformtwerdenund

entsprichtderFixpunktmengeoderderMengealler
BildpunkteaufderBildgeraden.


Übungen

Ü19.1 ProjizierenSiediePunktederx,y-EbeneinRichtungderGeraden
1

y x
3

= − aufdiex-Achse.

FührenSiedieBerechnungenimHeftdurch.


a) ZeigenSieanhandeinerZeichnung,dassderPunktP(–1/2)aufdenPunktP'(5/0)
abgebildetwird.

b) ZeigenSiedurchRechnunganalogzurAufgabe19.1,dasssichalsProjektionsmatrixdie

Matrix
1 3

A
0 0
 

=    ergibt.

c) ÜberprüfenSie,obgilt: 2A A A A⋅ = = 
d) ÜberprüfenSie,obdieSpaltenvektorenderAbbildungsmatrixAlinearabhängigsindund

demRichtungsvektorderBildgeradenentsprechen.
e) BestimmenSieanalogzurAufgabe19.2dieFixpunktmenge,denKernunddieBildmenge

beiderProjektionundinterpretierenSiedieErgebnisse.


Ü19.2 ProjizierenSiediePunktederx,y-EbeneinRichtungderGeradeny=–xaufdieGeradey=x
(orthogonaleProjektion).FührenSiedieBerechnungenimHeftdurch.
a) ZeigenSieanhandeinerZeichnung,dassderPunktP(9/3)aufdenPunktP'(6/6)abgebildet

wirdundderPunktQ(4/4)einFixpunktist.
b) ZeigenSiedurchRechnunganalogzurAufgabe19.1,dasssichalsProjektionsmatrixdie

Matrix
1 11

A
1 12

 
=    ergibt.

c) ÜberprüfenSie,obgilt: 2A A A A⋅ = = 
d) ÜberprüfenSie,obdieSpaltenvektorenderAbbildungsmatrixAlinearabhängigsindund

demRichtungsvektorderBildgeradenentsprechen.
e) BestimmenSieanalogzurAufgabe19.2dieFixpunktmenge,denKernunddieBildmenge

beiderProjektionundinterpretierenSiedieErgebnisse.

DasLGSmusssichso
umformenlassen,dassauf
derlinkenSeiteNullentsteht.

DerKernliefertalsErgebnisdie
MengeallerPunkte,dieaufden
Ursprungabgebildetwerden.

DieBildmengeisthier
nurbestimmbar,weilalle
abgebildetenPunkteauf
einerGeradenliegen,
alsoeineeinheitlich
beschreibbareBildmenge
haben.
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Aufgabe19.3

ProjektionenimRaum

DieErkenntnissezurProjektioninderEbenekönnenimWesentlichenaufdenRaumübertragen
werden.InderfolgendenAufgabewerdendiePunktedesRaumesinRichtungeinerProjektions-
geradengpaufeineProjektionsebenebzw.BildebeneEBprojiziert.Wiebeiallen"linearen"Abbildungen
istdieProjektionsebeneeineUrsprungsebene.


Projektionsebene: EB:

1 0

x r 0 t 1

0 1

      
= +         




 oder

 EB: y–z=0




Projektionsrichtung: gp:

0

x s 1

2

  
= −   






VeranschaulichungderAbbildungim1.Quadranten:



a)ErmittelnderProjektionsmatrix


Schritt1: BestimmenderGeradengleichungderProjektionsgeradengP.DieseGeradegibtdie
Verschiebungsrichtungbzw.Projektionsrichtungan,indereinbeliebigerPunktX(x/y/z)
aufdieBildebenebzw.Projektionsebeneprojiziert(geschoben)wird.



P

0 x ' x 0

g : x ' x s 1 oder y ' y s 1

2 z ' z 2

              
= + − = + −                     

 



Schritt2: AlleBildpunkteentsprechendenjeweiligenDurchstoßpunktenderGeradengpdurchdie

Projektionsebene.BerechnungderDurchstoßpunkte.EinsetzenvongpinEBliefertden
Parameters:



1 1
3 3

y s z 2s 0
3s y z
s y z

− − − =

= −

= −





Schritt3: EinsetzenvonsindieGeradegp:

1 1 1 1 1 1 2 1
3 3 3 3 3 3 3 3

1 1 2 2 2 1
3 3 3 3 3 3

2 1
3 3
2 1
3 3

0 0 0 0

1 0

2 2 0

1 0 0

0

0

x x x x

x ' y ( y z) y ( y z) y y z y z

z z ( y z) z y z y z

x

x ' y Abbil

z

+ +

− +

+

     +            
= + − = − − = − + = +                      + − + − +        
      

= ⇒         




2 1
3 3
2 1
3 3

1 0 0

0

0

dungsmatrix : A

  
=     
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b)AnwendenderAbbildungsmatrixaufPunkteimRaum

ZeigenSie,dassderPunktP(3/9/6)aufdenPunktP'(3/8/8)abgebildetwird,sowiederPunktQ(3/1/1)
undallePunkteR(r/0/0)aufderx-AchseFixpunktebeiderAbbildungsind.


2 1
3 3
2 1
3 3

2 1
3 3
2 1
3 3

1 0 0 3 ________ __

P(3 / 9 / 6) p ' 0 9 ________ __ P'(__/__/__)

6 ________ __0

1 0 0 __ ________

Q(__/__/__) q' 0 __ ________

__ ______0

              ⇒ ⇒                     
      ⇒          





2 1
3 3
2 1
3 3

__

__ Q'(__/__/__) Q

__ __

1 0 0 __ ________ __

R(__/__/__) r ' 0 __ ________ __ R '(__/__/__) R

__ ________ __0

       ⇒         

              ⇒ ⇒                     











Aufgabe19.4

EigenschaftenderProjektionsmatrix

AnalogzudenUntersuchungenzudenEigenschaftenvonProjektionsmatrizeninderEbenewirdnun
dieProjektionsmatrixausAufgabe19.3untersucht.

a)ZeigenSiedurchBerechnungdesProdukts 2A A A ,dassauchbeieinerProjektionimRaumder

ZusammenhangA2=Agültigist.



2 2 1 2 1
3 3 3 3
2 1 2 1
3 3 3 3

1 0 0 1 0 0

A A A 0 0

0 0

                  





b)VergleichenSiedieSpannvektorenderProjektionsebenemitdenSpaltenvektorenderMatrixAund

ergänzenSiedennachfolgendenSatz:


Projektionsebene:EB:

1 0

x r 0 t 1

0 1

               


 Projektionsmatrix: 2 1
3 3
2 1
3 3

1 0 0 3 0 0
1

A 0 0 2 1
3

0 2 10
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b)AnwendenderAbbildungsmatrixaufPunkteimRaum

ZeigenSie,dassderPunktP(3/9/6)aufdenPunktP'(3/8/8)abgebildetwird,sowiederPunktQ(3/1/1)
undallePunkteR(r/0/0)aufderx-AchseFixpunktebeiderAbbildungsind.


2 1
3 3
2 1
3 3

2 1
3 3
2 1
3 3

1 0 0 3 ________ __

P(3 / 9 / 6) p ' 0 9 ________ __ P'(__/__/__)

6 ________ __0

1 0 0 __ ________

Q(__/__/__) q' 0 __ ________

__ ______0

              ⇒ = = = ⇒                     
      ⇒ = =          





2 1
3 3
2 1
3 3

__

__ Q'(__/__/__) Q

__ __

1 0 0 __ ________ __

R(__/__/__) r ' 0 __ ________ __ R '(__/__/__) R

__ ________ __0

      
= ⇒ =         

              ⇒ = = = ⇒ =                      











Aufgabe19.4

EigenschaftenderProjektionsmatrix

AnalogzudenUntersuchungenzudenEigenschaftenvonProjektionsmatrizeninderEbenewirdnun
dieProjektionsmatrixausAufgabe19.3untersucht.

a)ZeigenSiedurchBerechnungdesProdukts 2A A A⋅ = ,dassauchbeieinerProjektionimRaumder

ZusammenhangA2=Agültigist.



2 2 1 2 1
3 3 3 3
2 1 2 1
3 3 3 3

1 0 0 1 0 0

A A A 0 0

0 0

      
= ⋅ = ⋅ =            






b)VergleichenSiedieSpannvektorenderProjektionsebenemitdenSpaltenvektorenderMatrixAund

ergänzenSiedennachfolgendenSatz:


Projektionsebene:EB:

1 0

x r 0 t 1

0 1

      
= +         


 Projektionsmatrix: 2 1
3 3
2 1
3 3

1 0 0 3 0 0
1

A 0 0 2 1
3

0 2 10

      
= =          
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DieSpaltenvektorenderAbbildungsmatrixlassensichinderForm

1 0 0

0 , 1 und 1

0 1 1

                         
darstellenund

sindlinear_________________.DieSpaltenvektorenentsprechendenSpannvektorender

____________________________.




c) Fixpunktmenge,KernundBildmengebeieinerProjektion

DieBerechnungvonFixpunktmenge,KernundBildmengeerfolgtnachdengleichenVerfahrenwie
beiderAbbildunginderEbene.ArbeitenSiedieBeispieledurch,undwendenSiedieVerfahrenauf
nachfolgendeÜbungsaufgabenan.




AnsatzFixpunktmenge:  A x x⋅ =

 
 2 1

3 3
2 1
3 3

1 0 0 x x

0 y y

z z0

          
⋅ =                



ZulösendesLGS:
2 1
3 3
2 1
3 3

I x x
II y z y
III y z z

=

+ =

+ =

1 1
3 3
2 2
3 3

I 0 0
II y z 0

II und III sind identisch: y z 0
III y z 0

= − + = ⇒ − =
− = 




InterpretationdesErgebnisses:



IndiesemunterbestimmtenLGSsindzweiVariablenfrei
wählbar.Wähltmanx=rundz=sergibtsichaus

1 0

x r 0 r 1

0 1

      
= +         


odernachUmrechnungdieEbeney–z=0

selbst.DamitentsprichtdieFixpunktmengederProjektions-
bzw.Bildebene.



AnsatzKern:

A x 0⋅ =

 


2 1
3 3
2 1
3 3

1 0 0 x 0

0 y 0

z 00

          
⋅ =                



ZulösendesLGS:
2 1
3 3
2 1
3 3

I x 0 x 0
II y z 0

Beide Gleichungen sind identisch : 2y z 0
III y z 0

= ⇒ =+ = ⇒ + =
+ = 




Interpretationdes
Ergebnisses:

IndiesemunterbestimmtenLGSisteineVariablefreiwählbar.Wählt
many=r,folgtz=–2r.AlsLösungsvektorergibtsich

0 0

x r r 1

2r 2

      
= =      

− −   


.DiesentsprichtderProjektionsgeradendurchden

UrsprungdesKoordinatensystems,d.h.dieBerechnungdesKerns
liefertdieRichtungderProjektion.
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AnsatzBildmenge:

A x x '
 



2 1
3 3
2 1
3 3

1 0 0 x x '

0 y y '

z z '0

                          


ZulösendesLGS:
 2 1

3 3
2 1
3 3

I x x ' x-Achse wird auf sich abgebildet
II y z y '
III y z z ' II III

⇒

0 y ' z '




Interpretationdes
Ergebnisses:

DieBildmengeentsprichtderFixpunktmenge.Damithandeltessichbei
derlinearenAbbildungumeineProjektion.



Aufgabe19.5

BedeutungderEinheitsvektorenbeiProjektionen

a)AlsProjektionsebenewirddieEbenex+y+z=0gewählt.ZeigenSiedurchentsprechende

Rechnung,dasssichfolgendenAbbildungsmatrizenergeben:


i)

0 1 1

A 0 1 0

0 0 1

     
,wennmaninRichtungdesEinheitsvektors 1

1

e 0

0

     


(x-Achse)projiziert.



ii)

1 0 0

A 1 0 1

0 0 1

     
,wennmaninRichtungdesEinheitsvektors 2

0

e 1

0

     


(y-Achse)projiziert.



LinksvomGleich-
heitszeichenergibt
sichNull.
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AnsatzBildmenge:

A x x '⋅ =

 


2 1
3 3
2 1
3 3

1 0 0 x x '

0 y y '

z z '0

          
⋅ =                



ZulösendesLGS:
 2 1

3 3
2 1
3 3

I x x ' x-Achse wird auf sich abgebildet
II y z y '
III y z z ' II III

= ⇒
+ =

+ = −

0 y ' z '= −




Interpretationdes
Ergebnisses:

DieBildmengeentsprichtderFixpunktmenge.Damithandeltessichbei
derlinearenAbbildungumeineProjektion.



Aufgabe19.5

BedeutungderEinheitsvektorenbeiProjektionen

a)AlsProjektionsebenewirddieEbenex+y+z=0gewählt.ZeigenSiedurchentsprechende

Rechnung,dasssichfolgendenAbbildungsmatrizenergeben:


i)

0 1 1

A 0 1 0

0 0 1

− −  
=    

,wennmaninRichtungdesEinheitsvektors 1

1

e 0

0

  
=    


(x-Achse)projiziert.



ii)

1 0 0

A 1 0 1

0 0 1

  
= − −   

,wennmaninRichtungdesEinheitsvektors 2

0

e 1

0

  
=    


(y-Achse)projiziert.



LinksvomGleich-
heitszeichenergibt
sichNull.
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iii)

1 0 0

A 0 1 0

1 1 0

  
=   

− − 
,wennmaninRichtungdesEinheitsvektors 3

0

e 0

1

  
=    


(x-Achse)projiziert.




ErgänzenSie:


BeiderProjektioninRichtungderEinheitsvektorentrittbeiallendreiMatrizenjeweilseineSpaltemit

Nullenauf.BeiProjektioninRichtungdesEinheitsvektors 1e


entsprichtdie___Spaltedem

Nullvektor.BeiProjektioninRichtungdesEinheitsvektors___entsprichtdie2.SpaltedemNullvektor.

BeiProjektioninRichtungdesEinheitsvektors___entsprichtdie___SpaltedemNullvektor.



b) InAufgabe19.4wurdebeiderProjektionaufdieEbeneE:y–z=0inRichtungder

Projektionsgeraden

gp:

0

x ' x s 1

2

  
= + −   

 
dieProjektionsmatrix 2 1

3 3

2 1
3 3

1 0 0 3 0 0
1

A 0 0 2 1
3

0 0 2 1

      
= =        

ermittelt.Setztmaninder

ProjektionsgeradenfürdenVektor x


nacheinanderdieEinheitsvektoren 1 2 3e , e und e
  

einund

berechnetdieDurchstoßpunktemitderProjektionsebeneE,erhältmanderenBilder 1 2 3e ', e ' und e '
  

.

FührenSiedieentsprechendenRechnungendurchundergänzenSiedennachfolgendenSatz.


i) 1

1 0

e ' 0 s 1

0 2

      
= + −         


inEB 1

1

s 2s 0 s 0 e ' 0

0

  ⇒ − − = ⇒ = ⇒ =    




ii) 2

0 0

e ' 1 s 1

0 2

      
= + −         


inEB 1

2
3
2
3

0 0 0

1 s 2s 0 s e ' 1 1
___ ___

0 2

         ⇒ − − = ⇒ = ⇒ = + − =                 




iii) 3

0 0

e ' 0 s 1

1 2

      
= + −         


inEB 1

1
3
1
3

0 0 0

___________ s e ' 0 1
___ ___

1 2

         ⇒ ⇒ = ⇒ = + − =                 







DieBilderderEinheitsvektorenentsprechenden_________________________________der
Abbildungsmatrix.DamitkannmandieProjektionsmatrixauchüberdieAbbildungder
Einheitsvektorenermitteln.
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Aufgabe19.6

UntersuchungaufExistenzeinerinversenMatrixbeiderProjektion

AusAufgabe18.6wissenSiebereits,dasseszueinerMatrixAaucheineinverseMatrixA–1geben
kannunddassgilt: 1A A E

AufgrundderÜberlegungenausAufgabe19.4wissenSie,dassbeiProjektionengilt:A2=A.

IndenfolgendenRechenschrittenwerdendieseZusammenhängeangewandt,umzuuntersuchen,ob
zueinerProjektionsmatrixAeineinverseMatrixA–1existiert.ErläuternSiedieZeilen(2)bis(5)und
ergänzenSiedieLückenimText.

(1) WennA–1existiertgilt: 1A A E 




(2) 1A (A A ) AE   

 

 



(3) 1(A A) A A   

 

 



(4) 2 1A A A   

 

 



(5) 1A A A  DasisteinWiderspruchzurZeile(1),dadasProdukteiner

MatrixAundihrerinversenMatrixdie_________________

________________ergebenmuss.




Ergebnis:BeieinerProjektionexistiertzurProjektionsmatrixA____________inverseMatrixA–1.
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Aufgabe19.6

UntersuchungaufExistenzeinerinversenMatrixbeiderProjektion

AusAufgabe18.6wissenSiebereits,dasseszueinerMatrixAaucheineinverseMatrixA–1geben
kannunddassgilt: 1A A E−

⋅ =

AufgrundderÜberlegungenausAufgabe19.4wissenSie,dassbeiProjektionengilt:A2=A.

IndenfolgendenRechenschrittenwerdendieseZusammenhängeangewandt,umzuuntersuchen,ob
zueinerProjektionsmatrixAeineinverseMatrixA–1existiert.ErläuternSiedieZeilen(2)bis(5)und
ergänzenSiedieLückenimText.

(1) WennA–1existiertgilt: 1A A E−

⋅ = 




(2) 1A (A A ) AE−

⋅ ⋅ =   

 

 



(3) 1(A A) A A−

⋅ ⋅ =   

 

 



(4) 2 1A A A−

⋅ =   

 

 



(5) 1A A A−

⋅ =  DasisteinWiderspruchzurZeile(1),dadasProdukteiner

MatrixAundihrerinversenMatrixdie_________________

________________ergebenmuss.




Ergebnis:BeieinerProjektionexistiertzurProjektionsmatrixA____________inverseMatrixA–1.
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Kapitel20:Spiegelung

Aufgabe20.1


ImRahmendieserAufgabewirdentsprechend
zurProjektioneineSpiegelmatrixermitteltund
anschließenddieEigenschaftendieserMatrix
untersucht.

Wiebeiallen"linearen"Abbildungenistdie
Ebene,andergespiegeltwird,eine
Ursprungsebene.

HierwirddieEbeneE:x–y=0gewähltund

inRichtungderGeraden S

1

g : x s 0

1

     




gespiegelt.






a)ErmittelnderSpiegelmatrix

Schritt1: BestimmenderGleichungderGeradengS,welchedieRichtungderSpiegelungvorgibt.



S

1 x ' x 1

g : x ' x s 0 oder y ' y s 0

1 z ' z 1

                                   
 







Schritt2: WieSiebereitsimKapitel14Aufgabe14.3gelernthaben,benötigtmanzurBerechnungder

KoordinateneinesgespiegeltenPunktesdieKoordinatendesDurchstoßpunktesS
(s.Abb. oben)derGeradengSdurchdieEbeneE.DieBerechnungliefertdenParameters.


x s y 0

s x y 


Schritt3: KoordinatendesSpiegelpunktesanalogzurAufgabe14.3.berechnen.

1

x ' x 2s 0

1
x 1 x 2x 2y x 2y 0 1 2 0

x ' y 2( x y) 0 y 0 y 0 0 1 0 x

z 1 z 2x 2y 2x 2y z 2 2 1

1 2 0

Spiegelmatrix : S 0 1 0

2 2 1

                                                  
  ⇒    
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RaumfürNotizen
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Kapitel20:Spiegelung

Aufgabe20.1


ImRahmendieserAufgabewirdentsprechend
zurProjektioneineSpiegelmatrixermitteltund
anschließenddieEigenschaftendieserMatrix
untersucht.

Wiebeiallen"linearen"Abbildungenistdie
Ebene,andergespiegeltwird,eine
Ursprungsebene.

HierwirddieEbeneE:x–y=0gewähltund

inRichtungderGeraden S

1

g : x s 0

1

  
=   

− 




gespiegelt.






a)ErmittelnderSpiegelmatrix

Schritt1: BestimmenderGleichungderGeradengS,welchedieRichtungderSpiegelungvorgibt.



S

1 x ' x 1

g : x ' x s 0 oder y ' y s 0

1 z ' z 1

              
= + = +              

− −       
 







Schritt2: WieSiebereitsimKapitel14Aufgabe14.3gelernthaben,benötigtmanzurBerechnungder

KoordinateneinesgespiegeltenPunktesdieKoordinatendesDurchstoßpunktesS
(s.Abb. oben)derGeradengSdurchdieEbeneE.DieBerechnungliefertdenParameters.


x s y 0

s x y
+ − =

= − +



Schritt3: KoordinatendesSpiegelpunktesanalogzurAufgabe14.3.berechnen.

1

x ' x 2s 0

1
x 1 x 2x 2y x 2y 0 1 2 0

x ' y 2( x y) 0 y 0 y 0 0 1 0 x

z 1 z 2x 2y 2x 2y z 2 2 1

1 2 0

Spiegelmatrix : S 0 1 0

2 2 1

  
= +   

− 
− + − + + −                  

= + − + = = + + =                  
− + − − + −         

−  ⇒ =   
− 
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b)AnwendenderAbbildungsmatrixSaufPunkteimRaum

ZeigenSie,dassderPunktP(–2/0/3)aufdenPunktP'(2/0/–1)abgebildetwird,sowiederPunkt
Q(2/2/3)undallePunkteR(0/0/r)aufderz-AchseFixpunktebeiderAbbildungsind.


1 2 0 __ ________ __

P( 2 / 0 / 3) p ' 0 1 0 __ ________ __ P'(__/__/__)

2 2 1 __ ________ __

1 2 0 __ ________

Q(__/__/__) q' 0 1 0 __ ________

2 2 1 __ ________

−              
− ⇒ = = = ⇒             

−       
−       ⇒ = =      

−    



 __

__ Q'(__/__/__) Q

__

1 2 0 __ ________ __

R(__/__/__) r ' 0 1 0 __ ________ __ R '(__/__/__) R

2 2 1 __ ________ __

     
= ⇒ =        

−              ⇒ = = = ⇒ =              
−       











Aufgabe20.2

EigenschaftenderSpiegelmatrix

EntsprechendzuProjektionsmatrizenweisenauchSpiegelmatrizencharakteristischeEigenschaftenauf.

a)WendenSiedieSpiegelmatrixaufdenPunktP'ausAufgabe20.1b)anundergänzenSieden

folgendenSatz.


1 2 0 __ ________ __

P'(2 / 0 / 1) p '' 0 1 0 __ ________ __ P''(__/__/__) P

2 2 1 __ ________ __

−              
− ⇒ = = = ⇒ =              

−       





WennmanaufeinenmitderMatrixSgespiegeltenPunktP'diegleicheMatrixnocheinmal

anwendet,erhältmanden______________________________.

DahergiltbeieinerSpiegelung 2S (S x) S S x S x x⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ =

   
undfürdasProdukt 2S S S⋅ = muss

daherderZusammenhangS2=Eerfülltsein.

ZeigenSiedurchBerechnungdesProdukts 2S S S⋅ = fürdieMatrixausAufgabe20.1,dassbeieiner
SpiegelungdieserZusammenhanggültigist.


2

1 2 0 1 2 0

S S S 0 1 0 0 1 0

2 2 1 2 2 1

− −      
= ⋅ = ⋅ =      

− −   


Kapitel20 LineareAbbildungen
Spiegelung –139–





b)Fixpunktmenge,KernundBildmengebeieinerSpiegelung

DieBerechnungvonFixpunktmenge,KernundBildmengeerfolgtnachdengleichenVerfahrenwie
beiderProjektion.ArbeitenSiedieBeispieledurch,undwendenSiedieVerfahrenaufnachfolgende
Übungsaufgabenan.




AnsatzFixpunktmenge: S x x
 



1 2 0 x x

0 1 0 y y

2 2 1 z z

                         



ZulösendesLGS: I x 2y x

II y y
III 2x 2y z z

I 2x 2y 0
0 0 I und III sind identisch: x y 0

III 2x 2y 0
⇒




InterpretationdesErgebnisses: IndiesemLGSsindzweiVariablenfreiwählbar.Manerhält

alsLösungsvektoreineEbene,diederEbenex–y=0
entspricht.DamitentsprichtdieFixpunktmengeder
Spiegelebene,d.h.allePunkteaufdieserEbenewerdenauf
sichselbstabgebildet.







AnsatzKern: A x 0
 


1 2 0 x 0

0 1 0 y 0

2 2 1 z 0

                         



ZulösendesLGS: I x 2y 0

II y 0 y 0
III 2x 2y z 0

y in I x 0

x und y in III z 0

⇒
⇒
⇒




InterpretationdesErgebnisses: DasErgebnisgibtdieMengeallerPunktean,dieaufden

Ursprungabgebildet,alsoaufdenUrsprunggespiegelt
werden.DaskannbeieinerSpiegelungjedochnurder
Ursprungselbstsein,dajederanderePunkteinenvom
UrsprungverschiedenenBildpunkthat.DiesesErgebnisist
dahercharakteristischfüreineSpiegelung.
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b)Fixpunktmenge,KernundBildmengebeieinerSpiegelung

DieBerechnungvonFixpunktmenge,KernundBildmengeerfolgtnachdengleichenVerfahrenwie
beiderProjektion.ArbeitenSiedieBeispieledurch,undwendenSiedieVerfahrenaufnachfolgende
Übungsaufgabenan.




AnsatzFixpunktmenge: S x x⋅ =

 


1 2 0 x x

0 1 0 y y

2 2 1 z z

−          
⋅ =          

−     



ZulösendesLGS: I x 2y x

II y y
III 2x 2y z z

− + =

=

− + =

I 2x 2y 0
0 0 I und III sind identisch: x y 0

III 2x 2y 0

− + =

= ⇒ − =

− =




InterpretationdesErgebnisses: IndiesemLGSsindzweiVariablenfreiwählbar.Manerhält

alsLösungsvektoreineEbene,diederEbenex–y=0
entspricht.DamitentsprichtdieFixpunktmengeder
Spiegelebene,d.h.allePunkteaufdieserEbenewerdenauf
sichselbstabgebildet.







AnsatzKern: A x 0⋅ =

 


1 2 0 x 0

0 1 0 y 0

2 2 1 z 0

−          
⋅ =          

−     



ZulösendesLGS: I x 2y 0

II y 0 y 0
III 2x 2y z 0

y in I x 0

x und y in III z 0

− + =

= ⇒ =

− + =

⇒ =

⇒ =




InterpretationdesErgebnisses: DasErgebnisgibtdieMengeallerPunktean,dieaufden

Ursprungabgebildet,alsoaufdenUrsprunggespiegelt
werden.DaskannbeieinerSpiegelungjedochnurder
Ursprungselbstsein,dajederanderePunkteinenvom
UrsprungverschiedenenBildpunkthat.DiesesErgebnisist
dahercharakteristischfüreineSpiegelung.
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AnsatzBildmenge: A x x '⋅ =

 


1 2 0 x x '

0 1 0 y y '

2 2 1 z z '

−          
⋅ =          

−     



ZulösendesLGS:










I x 2y x '
II y y ' I 2II
III 2x 2y z z ' I III

− + =

= −

− + = +

IV x x ' 2y '
V x z x ' z ' IV V

− = −

= + +

z 2x ' 2y ' z '= − +





InterpretationdesErgebnisses: DasichdielinkeSeitedesLGSnichtsoumformenlässt,dass
sichwiebeiderProjektionNullergibt,alsoeinErgebnisder
Form0= 2x ' 2y ' z '− + entsteht,existiertkeineBildmenge.Das
machtauchSinn,dabeieinerSpiegelungjederPunkt
individuellaufseinenBildpunktabgebildetwirdundsomitkeine
einheitlichzubeschreibendeBildmengevorhandenist.



Aufgabe20.3

UntersuchungderExistenzeinerinversenMatrixbeiderSpiegelung

AusAufgabe18.6wissenSiebereits,dasseszueinerMatrixAaucheineinverseMatrixA–1geben
kannunddassgilt: 1A A E−

⋅ =

AufgrundderÜberlegungenausAufgabe20.2wissenSie,dassbeiSpiegelungengilt:S2 = E.

IndenfolgendenRechenschrittenwerdendieseZusammenhängeangewendet,umzuuntersuchen,ob
zueinerSpiegelmatrixSeineinverseMatrixS–1existiert.ErläuternSiedieZeilen(2)bis(5)und
ergänzenSiedieLückenimText.


(1) WennS–1existiertgilt: 1S S E−

⋅ = 




(2) 1S (S S ) S E−

⋅ ⋅ = ⋅   

 

 



(3) 1(S S) S S−

⋅ ⋅ =   

 

 



(4) 2 1S S S−

⋅ =   


LinksvomGleichheits-
zeichenergibtsich
durchdieAddition
nichtNull.
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(5) 1E S S 
 oder 1S S 

 

 

 






Ergebnis:WenneineinverseMatrixexistiert,giltbeieinerSpiegelungS–1=S




Übungen


Ü20.1 UntersuchenSiedieorthogonaleSpiegelunganderEbenex–z=0inIhremHeft.


a) ZeigenSie,dasssichalsSpiegelmatrix
0 0 1

S 0 1 0
1 0 0

    
ergibt.

b) ZeigenSie,dassdieEigenschaftS2=Eerfülltist.
c) ZeigenSie,dassdieFixpunktmengederSpiegelebeneentspricht.
d) ZeigenSie,dassderKernderAbbildungdemNullvektorentspricht.
e) ZeigenSie,dasskeineBildmengeexistiert.




Ü20.2 GegebenistdieMatrix

1 0 0

S 0 1 0

0 0 1

     
.ZeigenSiedurchRechnung,dassessichbeider

MatrixumeineorthogonaleSpiegelunganderx,z-Ebenehandelt,indemSiedie
Fixpunktmenge,denKernunddieBildmengederMatrixuntersuchen.
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(5) 1E S S−

⋅ = 
 oder 1S S−

= 

 

 

 






Ergebnis:WenneineinverseMatrixexistiert,giltbeieinerSpiegelungS–1=S




Übungen


Ü20.1 UntersuchenSiedieorthogonaleSpiegelunganderEbenex–z=0inIhremHeft.


a) ZeigenSie,dasssichalsSpiegelmatrix
0 0 1

S 0 1 0
1 0 0

  =   
ergibt.

b) ZeigenSie,dassdieEigenschaftS2=Eerfülltist.
c) ZeigenSie,dassdieFixpunktmengederSpiegelebeneentspricht.
d) ZeigenSie,dassderKernderAbbildungdemNullvektorentspricht.
e) ZeigenSie,dasskeineBildmengeexistiert.




Ü20.2 GegebenistdieMatrix

1 0 0

S 0 1 0

0 0 1

  
= −   

.ZeigenSiedurchRechnung,dassessichbeider

MatrixumeineorthogonaleSpiegelunganderx,z-Ebenehandelt,indemSiedie
Fixpunktmenge,denKernunddieBildmengederMatrixuntersuchen.
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Kapitel21:ZentrischeStreckungausdemUrsprung

Aufgabe21.1

EigenschaftenvonStreckmatrizenbeizentrischerStreckungausdemUrsprung



DieAbbildungen21.1und21.2zeigenjeweilszentrische
StreckungenvonBildernundVektoren.Siewissenbereits,
dassmanVektorendurchMultiplikationmiteinerreellenZahl
verlängernbzw.verkürzenundinderRichtungumkehren
kann.Neuistnun,dassmandiesenbekanntenOperationen
dieBedeutungeinerlinearenAbbildungzuordnetundeine
Abbildungsmatrixermittelt.

DiefolgendeUmformungzeigtdieHerleitungeiner
StreckmatrixinderEbene:

a)ÜbertragenSiedieVorgehensweiseaufVektorenimRaum

undgebenSieeineentsprechendeStreckmatrixan.

a


3a


b


1
2

b


b





Streckmatrixin
derEbene:

Streck
matrix
Ebene

x x 0 ux 0 u 0 u 0
x ' ux u u x A

y 0 y 0 uy 0 u 0 u

x u _ _

x ' ux u y A _ u _

z _ _ u
______________________________________

         ⇒                  

      ⇒         

  



 




b)ErgänzenSie:EineStreckmatrixerkenntmandaran,dassinderDiagonalendrei______________

ZahlenwertestehenundinallenrestlichenFelderneine________erscheint.


c) EigenschaftenderStreckmatrix


VerdeutlichenSiesichanhandderfolgendenAngaben,inwieferndasAbbildungsergebnisbeieiner
zentrischenStreckungausdemUrsprungvondemZahlenwertuinderAbbildungsmatrixabhängt.


u>1 ⇒  StreckunginRichtungdesVektors x




u=1 ⇒  AentsprichtderEinheitsmatrix x


undbildet x


aufsichselbstab.
Damitliegtfüru=1keinezentrischeStreckungvor.

0<u<1 ⇒  VerkürzungdesVektors x




02-031-266 © 2013 Lehrerselbstverlag24.11.2013 Ursula Pirkl

– 142 – Kapitel 20

Lineare Abbildungen

Spiegelung
Kapitel20 LineareAbbildungen

Spiegelung –142–





RaumfürNotizen
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Kapitel21:ZentrischeStreckungausdemUrsprung

Aufgabe21.1

EigenschaftenvonStreckmatrizenbeizentrischerStreckungausdemUrsprung



DieAbbildungen21.1und21.2zeigenjeweilszentrische
StreckungenvonBildernundVektoren.Siewissenbereits,
dassmanVektorendurchMultiplikationmiteinerreellenZahl
verlängernbzw.verkürzenundinderRichtungumkehren
kann.Neuistnun,dassmandiesenbekanntenOperationen
dieBedeutungeinerlinearenAbbildungzuordnetundeine
Abbildungsmatrixermittelt.

DiefolgendeUmformungzeigtdieHerleitungeiner
StreckmatrixinderEbene:

a)ÜbertragenSiedieVorgehensweiseaufVektorenimRaum

undgebenSieeineentsprechendeStreckmatrixan.

a


3a


b


1
2

b


b−






Streckmatrixin
derEbene:

Streck
matrix
Ebene

x x 0 ux 0 u 0 u 0
x ' ux u u x A

y 0 y 0 uy 0 u 0 u

x u _ _

x ' ux u y A _ u _

z _ _ u
______________________________________

−

+ +         
= = = = = ⇒ =         

+ +         

      
= = = ⇒ =         

  



 




b)ErgänzenSie:EineStreckmatrixerkenntmandaran,dassinderDiagonalendrei______________

ZahlenwertestehenundinallenrestlichenFelderneine________erscheint.


c) EigenschaftenderStreckmatrix


VerdeutlichenSiesichanhandderfolgendenAngaben,inwieferndasAbbildungsergebnisbeieiner
zentrischenStreckungausdemUrsprungvondemZahlenwertuinderAbbildungsmatrixabhängt.


u>1 ⇒  StreckunginRichtungdesVektors x




u=1 ⇒  AentsprichtderEinheitsmatrix x


undbildet x


aufsichselbstab.
Damitliegtfüru=1keinezentrischeStreckungvor.

0<u<1 ⇒  VerkürzungdesVektors x
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u=0 ⇒  AbbildungdesVektors x


aufdenUrsprung.IndiesemFallliegtkeine
zentrischeStreckungvor.

–1<u<0 ⇒  PunktspiegelungamUrsprungmitVerkürzungdesVektors x




u=–1 ⇒  PunktspiegelungamUrsprung

u<–1 ⇒  PunktspiegelungamUrsprungmitStreckungdesVektors x






d)Fixpunktmenge,KernundBildmengebeiderzentrischenStreckung,alsofüru 1 und u 0≠ ≠ .




Fixpunktmenge: Ax x=

 


u 0 0 x x

0 u 0 y y

0 0 u y y

          
=               




LösendesLGS: ux x x 0 0

uy y y 0 x 0

uz z z 0 0

= =     
= ⇒ = ⇒ =    
= =   




Interpretationdes
Ergebnisses:

DadieFixpunktmengeallePunkteliefert,dieaufsichselbst
abgebildetwerden,kann,wiedasErgebniszeigt,nurderUrsprung
dieFixpunktmengesein,d.h.nurderNullvektorwirdaufsichselbst
abgebildet.






Kern:    Ax 0=

 


u 0 0 x 0

0 u 0 y 0

0 0 u z 0

          
=               




LösendesLGS: ux 0 x 0 0

uy 0 y 0 x 0

uz 0 z 0 0

= =     
= ⇒ = ⇒ =    
= =   




Interpretationdes
Ergebnisses:

DerKernliefertallePunkte,dieaufdenUrsprungabgebildetwerden.
DaherliefertderKernebenfallsdenNullvektor,daaußerdem
UrsprungselbstkeinweitererPunktaufdenUrsprungabgebildet
wird.






Bildmenge:   Ax x=




u 0 0 x x '

0 u 0 y y '

0 0 u y z '

          
=               



LösendesLGS: ux xux x '
keine Elimination von x, y und

uy y ' uy y
z auf der linken Seite möglich

uz z ' uz z

== 
= ⇒ = ⇒
= = 




Interpretationdes
Ergebnisses:

JederPunkthateinenindividuellenBildpunkt.Damitexistiertkeine
einheitlichanzugebendeBildmenge.
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Kapitel22:Drehungen


Aufgabe22.1


DieBetrachtungvonDrehungenbeschränktsichhieraufdieDrehungumdieKoordinatenachsen.Inder
folgendenAbbildungistdieDrehachsediez-AchseundzeigtnachvorneausderPapierebene
heraus.DiePositionderWolkevorundnachderDrehungwirddurchdieKoordinatendesPunktesXbzw.
X'angegeben.VerdeutlichenSiesichdieHerleitungderDrehmatrixbeieinerDrehungumdiez-Achse,
indemSiedieUmformungenerläutern.





 


Ankathete

cos x r cos
Hypothenuse

Gegenkathete
sin y r sin

Hypothenuse

z z

⇒
⇒ 

x ' r cos( )

y ' r sin( )

z ' z




MitHilfederAdditionstheoreme(vgl.Tafelwerk)

sin ( ) sin cos cos sin

cos( ) cos cos sin sin



ergebensichfolgendeUmformungenbeiderHerleitungderDrehmatrixumdiez-Achse.ErläuternSie
dieSchritte(1)bis(4).


(1)

x ' r cos( )

x ' y ' r sin ( )

z ' z

               






(1)



(2)

r cos cos r sin sin

x ' r sin cos r cos sin

z

     






(2)



(3)

x cos y sin

x ' y cos x sin

z

     






(3)



(4)

Drehmatrix M

x cos y sin 0 cos sin 0

x ' x sin y cos 0 sin cos 0 x Mx

0 0 z 0 0 1

               
  



 (4)
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Kapitel22:Drehungen


Aufgabe22.1


DieBetrachtungvonDrehungenbeschränktsichhieraufdieDrehungumdieKoordinatenachsen.Inder
folgendenAbbildungistdieDrehachsediez-AchseundzeigtnachvorneausderPapierebene
heraus.DiePositionderWolkevorundnachderDrehungwirddurchdieKoordinatendesPunktesXbzw.
X'angegeben.VerdeutlichenSiesichdieHerleitungderDrehmatrixbeieinerDrehungumdiez-Achse,
indemSiedieUmformungenerläutern.





 


Ankathete

cos x r cos
Hypothenuse

Gegenkathete
sin y r sin

Hypothenuse

z z

α = ⇒ = α

α = ⇒ = α

=



x ' r cos( )

y ' r sin( )

z ' z

= α + ϕ

= α + ϕ

=




MitHilfederAdditionstheoreme(vgl.Tafelwerk)

sin ( ) sin cos cos sin

cos( ) cos cos sin sin

α + ϕ = α ϕ + α ϕ

α + ϕ = α ϕ − α ϕ



ergebensichfolgendeUmformungenbeiderHerleitungderDrehmatrixumdiez-Achse.ErläuternSie
dieSchritte(1)bis(4).


(1)

x ' r cos( )

x ' y ' r sin ( )

z ' z

α + ϕ      
= = α + ϕ         






(1)



(2)

r cos cos r sin sin

x ' r sin cos r cos sin

z

α ϕ − α ϕ  
= α ϕ + α ϕ   






(2)



(3)

x cos y sin

x ' y cos x sin

z

ϕ − ϕ  
= ϕ + ϕ   






(3)



(4)

Drehmatrix M

x cos y sin 0 cos sin 0

x ' x sin y cos 0 sin cos 0 x Mx

0 0 z 0 0 1

ϕ − ϕ + ϕ − ϕ      
= ϕ + ϕ + = ϕ ϕ =      + +   

  



 (4)



 

02-031-266 © 2013 Lehrerselbstverlag24.11.2013 Ursula Pirkl

– 146 – Kapitel 22

Lineare Abbildungen

Drehungen
Kapitel22 LineareAbbildungen

Drehungen –146–





WennmandieBetrachtungenzurHerleitungderDrehmatrixumdiez-AchseaufDrehungenumdiex-
undy-Achseüberträgt,ergibtsichfolgenderÜberblicküberDrehmatrizen:



Drehungumdiex-Achse


Drehungumdiey-Achse Drehungumdiez-Achse

x

1 0 0

M 0 cos sin

0 sin cos

  
= ϕ − ϕ  ϕ ϕ 

 y

cos 0 sin

M 0 1 0

sin 0 cos

ϕ − ϕ  
=   ϕ ϕ 

 z

cos sin 0

M sin cos 0

0 0 1

ϕ − ϕ  
= ϕ ϕ   




Aufgabe22.2

BerechnenSie

a)dieDrehmatrixbeieinerDrehungum90°umdiex-Achse:

__ __ __

M __ __ __

__ __ __

  
=    





b)dieDrehmatrixbeieinerDrehungum45°umdiey-Achse:

__ __ __

M __ __ __

__ __ __

  
=    





c)dieDrehmatrixbeieinerDrehungum270°umdiez-Achse:

__ __ __

M __ __ __

__ __ __

  
=    





Aufgabe22.3

EigenschaftenvonDrehmatrizen


DieBetrachtungenbeziehensichaufMzunddieSpaltenvektorenvon

 

z

1 32
a aa

cos sin 0

M sin cos 0

0 0 1

  
ϕ − ϕ  = ϕ ϕ     




a)LängederSpaltenvektoren


ZeigenSieanhandderDrehmatrixumdiez-AchsedurchBerechnungderBeträgebzw.derLänge
derSpaltenvektoren,dassgilt:AlleSpaltenvektoreneinerDrehmatrixhabendieLänge1.


2 2
1a cos sin __ 1= ϕ + ϕ = =






2a __= = =






3a 1 1== =
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b)OrientierungderSpaltenvektoren

ZeigenSieanhandderDrehmatrixumdiez-AchsedurchBerechnungderBeträgebzw.derLänge
derSpaltenvektoren,dassgilt:AlleSpaltenvektoreneinerDrehmatrixsindpaarweiseorthogonal.


Def.:OrthonormaleMatrizen

Matrizen,derenSpaltenvektorennormiertundpaarweisezueinanderorthogonalsind,nennt
manorthonormaleMatrizen



1 2

cos sin

a a sin cos cos sin sin cos 0

0 0

               
 





1 3

___ ___

a a ___ ___ _______________________________ 0

___ ___

               
 





2 3

___ ___

a a ___ ___ _______________________________ 0

___ ___

               
 





c) BerechnungdesDrehwinkels


DerDrehwinkellässtsichüberdieSpurderMatrixberechnen.


Def.:SpureinerMatrix

DieSpureinerMatrixistdieSummederElementeinderDiagonalen.

11

22 11 22 33

33

a ... ...

A ... a ... Spur A a a a

... ... a

   ⇒   




FürDrehwinkelgilt: 11 22 33

1 1
cos (Spur A 1) (a a a 1)

2 2




ZeigenSie,dassdieMatrix

2 2
2 2

2 2
2 2

0

D 0

0 0 1

       
eineDrehungum135°umdiez-Achsebewirkt.
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b)OrientierungderSpaltenvektoren

ZeigenSieanhandderDrehmatrixumdiez-AchsedurchBerechnungderBeträgebzw.derLänge
derSpaltenvektoren,dassgilt:AlleSpaltenvektoreneinerDrehmatrixsindpaarweiseorthogonal.


Def.:OrthonormaleMatrizen

Matrizen,derenSpaltenvektorennormiertundpaarweisezueinanderorthogonalsind,nennt
manorthonormaleMatrizen



1 2

cos sin

a a sin cos cos sin sin cos 0

0 0

ϕ − ϕ      
⋅ = ϕ ⋅ ϕ = − ϕ ϕ + ϕ ϕ =         

 




1 3

___ ___

a a ___ ___ _______________________________ 0

___ ___

      
⋅ = ⋅ = =         

 




2 3

___ ___

a a ___ ___ _______________________________ 0

___ ___

      
⋅ = ⋅ = =         

 




c) BerechnungdesDrehwinkels


DerDrehwinkellässtsichüberdieSpurderMatrixberechnen.


Def.:SpureinerMatrix

DieSpureinerMatrixistdieSummederElementeinderDiagonalen.

11

22 11 22 33

33

a ... ...

A ... a ... Spur A a a a

... ... a

  
= ⇒ = + +   





FürDrehwinkelgilt: 11 22 33

1 1
cos (Spur A 1) (a a a 1)

2 2
ϕ = − = + + − 



ZeigenSie,dassdieMatrix

2 2
2 2

2 2
2 2

0

D 0

0 0 1

 − −  = −    
eineDrehungum135°umdiez-Achsebewirkt.
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d)Fixpunktmenge,KernundBildmengebeiDrehmatrizen

Fixpunktmenge: BeieinerDrehmatrixwerdennurdiePunktederDrehachseaufsichabgebildet.

DaherergibtsichbeiderFixpunktmengedieDrehachse,alsodiex-,y-oderz-
AchsealsLösung.


Kern: DerKernliefertallePunkte,dieaufdenUrsprungabgebildetwerden.Daherliefert

derKernebenfallsdenNullvektor,daaußerdemUrsprungselbstkeinweiterer
PunktaufdenUrsprungabgebildetwird.


Bildmenge: EineeinheitlicheBildmengeistnichtbestimmbar,dajederPunktindividuellauf

eineneigenenBildpunktabgebildetwird.



Übungen


Ü22.1 ErmittelnSiefürdiefolgendenDrehungendieDrehmatrizen.GebenSiedieWerteggf.in
Vielfachenvon 2 oder 3 an:



a)  45°umdiez-Achse

cos____ sin____ 0 ____ ____ ____

D sin____ cos____ 0 ____ ____ ____

0 0 ____ ____ ____ ____

−         
= =            






b)  90°umdiex-Achse

_______ _______ _______ ____ ____ ____

D _______ _______ _______ ____ ____ ____

_______ _______ _______ ____ ____ ____

         
= =            






c)  135°umdiey-Achse

_______ _______ _______ ____ ____ ____

D _______ _______ _______ ____ ____ ____

_______ _______ _______ ____ ____ ____

         
= =            






d)  270°umdiez-Achse

_______ _______ _______ ____ ____ ____

D _______ _______ _______ ____ ____ ____

_______ _______ _______ ____ ____ ____

         
= =            






e)  30°umdiez-Achse

_______ _______ _______ ____ ____ ____

D _______ _______ _______ ____ ____ ____

_______ _______ _______ ____ ____ ____

         
= =            
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Aufgabe23.1

a)FüreinComputerspielsolldiedreidimensionale

UmgebungeinerBurganlageauf25%der
ursprünglichenGrößeverkleinertundaufdiey,z-
EbenedesMonitorsprojiziertwerden.Erläutern
undergänzenSiedienachfolgenden
Rechenschritte:







(1) 0,25 0 0

A 0 0,25 0

0 0 0,25

     






 

 

(2.1)
P

P

E : x 0

1

g : x ' x r 0

0

     
  






 

 

(2.2) x r 0

r ___







 

(2.3) 1 0 0 0 0 0 0

x ' x x 0 0 y 0 0 1 0 x

0 0 0 z 0 0 1

0 0 0

B 0 1 0

0 0 1

                         
  ⇒    

  







 

 

 

(3) P(4/8/12)
0,25 0 0 ___ 1

p ' A p 0 0,25 0 ___ 2

0 0 0,25 ___ 3

0 0 0 ___ 0

p '' B p ' 0 1 0 ___ 2

0 0 1 ___ 3
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Kapitel23:VerkettungvonlinearenAbbildungen

Aufgabe23.1

a)FüreinComputerspielsolldiedreidimensionale

UmgebungeinerBurganlageauf25%der
ursprünglichenGrößeverkleinertundaufdiey,z-
EbenedesMonitorsprojiziertwerden.Erläutern
undergänzenSiedienachfolgenden
Rechenschritte:







(1) 0,25 0 0

A 0 0,25 0

0 0 0,25

  
=    







 

 

(2.1)
P

P

E : x 0

1

g : x ' x r 0

0

=

  
= +    

  






 

 

(2.2) x r 0

r ___

+ =

=








 

(2.3) 1 0 0 0 0 0 0

x ' x x 0 0 y 0 0 1 0 x

0 0 0 z 0 0 1

0 0 0

B 0 1 0

0 0 1

+ +          
= − = + + =          

+ +     
  ⇒ =    

  







 

 

 

(3) P(4/8/12)
0,25 0 0 ___ 1

p ' A p 0 0,25 0 ___ 2

0 0 0,25 ___ 3

0 0 0 ___ 0

p '' B p ' 0 1 0 ___ 2

0 0 1 ___ 3

          
= ⋅ = =               

          
= ⋅ = =               
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(4) 0 0 0

M B A 0 0,25 0

0 0 0,25

0 0 0 4 0

M p 0 0,25 0 8 2 p ''

0 0 0,25 12 3

  
= ⋅ =    

          
⋅ = = =               
 








 

 

 

 

(5) 0 0 0

N A B 0 0,25 0

0 0 0,25

  
= ⋅ =    







 

 

(6) M p N p p '' A B B A⋅ = ⋅ = ⇒ ⋅ = ⋅

  



 

 





b)FüreineandereSpielsequenzsolldieBurganlageum45°umdiez-Achsegedrehtunddannin

OriginalgrößeinRichtungderGeraden

1

x r 2

0

  
= −   


aufdiey,z-EbenedesMonitorsprojiziertwerden.

ErläuternSiedienachfolgendenAngabenundRechenschritteundergänzenSiefehlendeAngaben:


(1) 2 2
0

2 2

2 2
A 0

2 2
0 0 1

 
−   

=       








 

 

(2.1)
P

P

E : x 0

1

g : x ' x r 2

0

=

  
= + −   

  






 

 

(2.2) x r 0

r ___

+ =

=
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(2.3) 1 0 0 0 0 0 0

x ' x x 2 2x y 0 2 1 0 x

0 0 0 z 0 0 1

0 0 0

B 2 1 0

0 0 1

                         
  ⇒    

  








 

 

 

(3) P(4/8/12)

2 2
0

2 2 2 2___
2 2

p ' A p 0 ___ 6 2
2 2

___ 120 0 1

                               

 


2 2 00 0 0

p '' Bp ' 2 1 0 6 2 2 2

0 0 1 12 __

                         
 








 

 

 



 

 

 


(4) 0 0 0

3 2 2
M B A 0

2 2
0 0 1

0 0 0
04

3 2 2
M p 0 8 2 2 p''

2 2
12 120 0 1

       
                       

 








 

 

 

 

 

(5) 2
2 0

2

2
N A B 2 0

2
0 0 1

8 2

N p 8 2 M p A B B A

12

          
    ⇒   
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(2.3) 1 0 0 0 0 0 0

x ' x x 2 2x y 0 2 1 0 x

0 0 0 z 0 0 1

0 0 0

B 2 1 0

0 0 1

+ +          
= − − = + + =          

+ +     
  ⇒ =    

  








 

 

 

(3) P(4/8/12)

2 2
0

2 2 2 2___
2 2

p ' A p 0 ___ 6 2
2 2

___ 120 0 1

 
−     −        = ⋅ = =                 

 


2 2 00 0 0

p '' Bp ' 2 1 0 6 2 2 2

0 0 1 12 __

 −          = = ⋅ =              
 








 

 

 



 

 

 


(4) 0 0 0

3 2 2
M B A 0

2 2
0 0 1

0 0 0
04

3 2 2
M p 0 8 2 2 p''

2 2
12 120 0 1

   
= ⋅ = −    

         
⋅ = − ⋅ = =             

 








 

 

 

 

 

(5) 2
2 0

2

2
N A B 2 0

2
0 0 1

8 2

N p 8 2 M p A B B A

12

 
− −   

= ⋅ =       
 −  ⋅ = ≠ ⋅ ⇒ ⋅ ≠ ⋅   
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c) ErgänzenSieanhandderErgebnisseaus(6)inAufgabenteila)und(5)inAufgabenteilb)die
folgendenSätze:


BeieinerlinearenAbbildungwerden,wieimAufgabenteila)undb),zweiAbbildungenAundB
nacheinanderangewendet.ManbezeichnetdasalsVerkettungvonAbbildungen.Dabeigilt:

• DieVerkettungzweierlinearerAbbildungenkanndurchdas__________________derbeiden

Abbildungsmatrizenberechnetwerden.

• EsgibtVerkettungen,beidenendieReihenfolgederAbbildungenkeineRollespielt.Indiesem

FallsinddieErgebnissederProdukte A B⋅ undB A⋅ ____________________.


• EsgibtVerkettungen,beidenendieErgebnissederProdukte A B⋅ undB A⋅ unterschiedlich

sind.BeidiesenVerkettungenspieltdieReihenfolgederbeidenAbbildungen_______Rolle.



• DaesVerkettungengibt,beidenen A B B A⋅ ≠ ⋅ gilt,mussdie______________________,inder

dieAbbildungenangewendetwerden,stetsbeachtetwerden.



• WenndieAbbildungAzuerstunddieAbbildungBdanachdurchgeführtwird,giltfürdie

verketteteAbbildung:

x ' Ax

x '' Bx ' B(Ax) B Ax Mx M _____

=

= = = ⋅ = ⇒ =

 

     

















ErgänzendeÜbungen: 

 

 



AusdemProduktB A⋅ 
erkenntman,dasszuerst
dieAbbildungAunddanach
dieAbbildungB
durchgeführtwurde.
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Ax x 


Abbil-
dungsart Darstellung/Informationen EigenschaftenderAbbildungsmatrizen

Allge-
meines

Beieiner"linearen"Abbildung '
 

Ax x 
sindProjektionsgeradenund
Projektionsebenensowie
SpiegelgeradenundSpiegelebenen
immerUrsprungsgeradenbzw.
Ursprungsebenen.

GrundlegendeszuMatrizen,wobeiEdie
EinheitsmatrixundA–1diezuAinverseMatrix
angibt:

1 1

A E A und E A E

A A E und A A E

E x x
 





Verkettung

WerdenzweiAbbildungen
nacheinanderausgeführt,sowirddie
gesamteAbbildungdurchdasProdukt
derbeidenAbbildungsmatrizen
beschrieben.DaimAllgemeinen
A B B A gilt,mussdieReihenfolge
derAbbildungenbeachtetwerden.

Esgilt:

MatrixAbeschreibtdieersteAbbildung,

MatrixBbeschreibtdiezweiteAbbildung,

DannfolgtfürdieVerkettungM:

M B A 

Projektion











A

A’

B

B’

C

C’

D=D’

x

y

z





1.EineeinmaligeAbbildungprojiziertjeden
PunktPimRaumaufdieProjektionsebene.
AllePunkteP'liegenaufder
ProjektionsebeneundsindFixpunkte.Esgilt:

2

2

1.Abbildung : x '=Ax

2.Abbildung : x ''=Ax '=A(Ax)=A x

A A⇒

 

   


2.EsexistiertkeineinverseMatrixA–1.


Beweis:
1 1

1

1

1

Wenn A existiert gilt : A A E

A(A A ) AE

(AA) A A

A A A

Widerspruch!⇒



3.DieSpaltenvektorenvonAsindlinear

abhängig.

4.DieSpaltenvektorenvonAlieferndie
SpannvektorenderProjektionsebene.

5.DieBilderderEinheitsvektorenentsprechen
denSpaltenvektorenvonA.
Ansatzfür1.Spalte: 1 1e ' e su

  
etc.

6.IsteinSpaltenvektorvonAderNullvektor,so
entsprichtdieProjektionsrichtungder
Richtungdesentsprechenden
Einheitsvektors.
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Kapitel24:ÜberblicklineareAbbildungen '
 

Ax x= 


Abbil-
dungsart Darstellung/Informationen EigenschaftenderAbbildungsmatrizen

Allge-
meines

Beieiner"linearen"Abbildung '
 

Ax x= 
sindProjektionsgeradenund
Projektionsebenensowie
SpiegelgeradenundSpiegelebenen
immerUrsprungsgeradenbzw.
Ursprungsebenen.

GrundlegendeszuMatrizen,wobeiEdie
EinheitsmatrixundA–1diezuAinverseMatrix
angibt:

1 1

A E A und E A E

A A E und A A E

E x x

− −

⋅ = ⋅ =

⋅ = ⋅ =

⋅ =

 




Verkettung

WerdenzweiAbbildungen
nacheinanderausgeführt,sowirddie
gesamteAbbildungdurchdasProdukt
derbeidenAbbildungsmatrizen
beschrieben.DaimAllgemeinen
A B B A⋅ ≠ ⋅ gilt,mussdieReihenfolge
derAbbildungenbeachtetwerden.

Esgilt:

MatrixAbeschreibtdieersteAbbildung,

MatrixBbeschreibtdiezweiteAbbildung,

DannfolgtfürdieVerkettungM:

M B A= ⋅ 

Projektion











A

A’

B

B’

C

C’

D=D’

x

y

z





1.EineeinmaligeAbbildungprojiziertjeden
PunktPimRaumaufdieProjektionsebene.
AllePunkteP'liegenaufder
ProjektionsebeneundsindFixpunkte.Esgilt:

2

2

1.Abbildung : x '=Ax

2.Abbildung : x ''=Ax '=A(Ax)=A x

A A⇒ =

 

   


2.EsexistiertkeineinverseMatrixA–1.


Beweis:
1 1

1

1

1

Wenn A existiert gilt : A A E

A(A A ) AE

(AA) A A

A A A

Widerspruch!

− −

−

−

−

⋅ =

⋅ =

⋅ =

⋅ =

⇒



3.DieSpaltenvektorenvonAsindlinear

abhängig.

4.DieSpaltenvektorenvonAlieferndie
SpannvektorenderProjektionsebene.

5.DieBilderderEinheitsvektorenentsprechen
denSpaltenvektorenvonA.
Ansatzfür1.Spalte: 1 1e ' e su= +

  
etc.

6.IsteinSpaltenvektorvonAderNullvektor,so
entsprichtdieProjektionsrichtungder
Richtungdesentsprechenden
Einheitsvektors.
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ldungen 

bbildungen Ax x '=

 

'
 

Ax x

A E A

A A E

E x x
    

A B B A
M

A

A’

B

B’

C

C’

D=D’

x

y

z

ung : x ''=Ax

⇒⇒⇒⇒

    

            

A

⇒⇒⇒⇒

e
  

 

02-031-266 © 2013 Lehrerselbstverlag24.11.2013 Ursula Pirkl

Kapitel24
LineareAbbildungen

ÜberblicklineareAbbildungen Ax x '
 


–154–





Abbil-
dungsart Darstellung/Informationen EigenschaftenderAbbildungsmatrizen

Spiegelung













1.WendetmandieAbbildungsmatrixzweimal
an,sowirdjederPunktX'wiederaufden
ursprünglichenPunktXzurückabgebildet
bzw.zurückverschoben.

. : '

. : '' ' ( )
2 2

1 Abbildung x Ax

2 Abbildung x Ax A Ax

A x x A = E

=

= =

= = ⇒

 

  

 


2.WennA–1existiert,giltbeiderSpiegelung:

1A A−

= 

Beweis A A E

A A A AE

AA A A

A A A

E A A

A A

−

−

−

−

−

−

⋅ =

⋅ =

⋅ =

⋅ =

⋅ =

=

1

1

1

2 1

1

1

:

( )

( )


Zentrische
Streckung

aus
Ursprung 

DieStreckmatrixhatimmerdieForm:

1

1
u

1
u

1
u

u 0 0 0 0

A 0 u 0 und A 0 0

0 0 u 0 0

−

     
= =         



DasAbbildungsergebnisistabhängigvonu:

u>1 ⇒ StreckunginRichtungvon x



0<u<1 ⇒ Verkürzung
–1<u<0 ⇒ SpiegelungmitVerkürzung
u=–1 ⇒ PunktspiegelungamUrsprung
u<–1 ⇒ SpiegelungmitStreckung



Drehung A

B’

CA’

C’

Bα
ρ

x

y

z-Achse zeigt aus der 
Papierebene heraus

Drehrichtung 
immer gegen 

den 
Uhrzeigersinn

Drehwinkel ρ



1. Drehmatrizen(hierfürDrehungumdie
z-Achse)habendieForm:

1
z z

cos sin 0 cos sin 0

sin cos 0 sin cos 0

0 0 1 0 0 1

M M−

ϕ − ϕ − ϕ ϕ

ϕ ϕ − ϕ − ϕ

      
= =         



2. SpaltenvektorenhabendieLänge1.

3. Spaltenvektorensindpaarweiseorthogonal.

4. Drehwinkel

11 22 33

1 1
cos (Spur A 1) (a a a 1)

2 2
α = − = + + − 

5. Zusatzinformation:
FürdieDeterminantegilt:DetA=1
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DieErgebnissederBerechnungderFixpunktmenge,desKernsundderBildmengeliefernfürjede
AbbildungcharakteristischeErgebnisse.


Abbil-
dungsart Fixpunktmenge

 
Ax x  Kern

 
Ax 0  Bildmenge '

 
Ax x 


Definitionen




DieFixpunktmengeliefert
allePunke,diebeider
Abbildungaufsichselbst
abgebildetwerden.

DerKernliefertals
ErgebnisdieMengealler
Punkte,dieaufden
Ursprungabgebildet
werden.

DieBildmengeistnur
bestimmbar,wennderOrt
allerabgebildetenPunkte
aufeinerGeradenoder
einerEbeneliegt.


Ergebnisse

beider
Projektion

Projektionsebene


Erläuterung:

BeiderProjektionistdas
imR3dieEbenebzw.im
R2dieGerade,aufwelche
diePunktedesRaums
bzw.derEbeneprojiziert
werden.AllePunkteauf
derProjektionsebenebzw.
-geradenwerdenaufsich
selbstabgebildetund
bildendaherdie
Fixpunktmenge.

Projektionsgeradedurch
denUrsprung

Erläuterung:

AllePunkte,dieaufder
Projektionsgeradendurch
denUrsprungliegen,
werdenaufdenUrsprung
abgebildet.



Projektionsebene


Erläuterung:

DasErgebnisistidentisch
mitderFixpunktmenge,da
dieMengeallerBildpunke
aufderProjektionsebene
liegen.DerAnsatz Ax x '

 


führtaufeinLGS,beidem
durchentsprechendeAd-
ditionaufderlinkenSeite0
entstehenmuss.Aufder
rechtenSeiteergibtsich
danndieGleichungder
Projektionsebene.

Ergebnisse
beider

Spiegelung


Spiegelebene

Erläuterung:

AllePunkteaufder
Spiegelebenewerdenauf
sichselbstabgebildetund
gehörendamitzur
Fixpunktmenge.



UrsprungO(0/0/0)

Erläuterung:

AllePunkteaußerhalbvon
Ewerdenaufeinenindivi-
duellenPunktaußerhalb
vonEabgebildet.Die
PunkteaufEsindFix-
punkte.Damitwirdnurder
Ursprungselbstaufden
Ursprungabgebildet.

existiertnicht

Erläuterung:

JederPunkt,außerden
Fixpunktenaufder
Spiegelebene,hateinen
individuellenBildpunkt.
Damitkannmankeine
EbeneoderGeradeals
Bildmengebestimmen.Bei
derRechnunglässtsich
dielinkeSeitedesLGS
nichtaufNullbringen.

Ergebnisse
beider

zentrischen
Streckung

UrsprungO(0/0/0)

Erläuterung:

NurderUrsprungist
Fixpunkt.

UrsprungO(0/0/0)

Erläuterung:

NurderUrsprungwirdauf
denUrsprungabgebildet.

existiertnicht

Erläuterung:

JederPunkthateinen
individuellenBildpunkt.

Ergebnisse
beider

Drehung

Drehachse

Erläuterung:

AllePunkteaufder
DrehachsesindFixpunkte.

UrsprungO(0/0/0)

Erläuterung:

NurderUrsprungwirdauf
denUrsprungabgebildet.

existiertnicht

Erläuterung:

JederPunkthateinen
individuellenBildpunkt.
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'
 

Ax x

A E A

A A E

E x x
    

A B B A
M

A

A’

B

B’

C

C’

D=D’

x

y

z

ung : x ''=Ax

⇒⇒⇒⇒

    

            

A

⇒⇒⇒⇒

e
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DieErgebnissederBerechnungderFixpunktmenge,desKernsundderBildmengeliefernfürjede
AbbildungcharakteristischeErgebnisse.


Abbil-
dungsart Fixpunktmenge =

 
Ax x  Kern =

 
Ax 0  Bildmenge '=

 
Ax x 


Definitionen




DieFixpunktmengeliefert
allePunke,diebeider
Abbildungaufsichselbst
abgebildetwerden.

DerKernliefertals
ErgebnisdieMengealler
Punkte,dieaufden
Ursprungabgebildet
werden.

DieBildmengeistnur
bestimmbar,wennderOrt
allerabgebildetenPunkte
aufeinerGeradenoder
einerEbeneliegt.


Ergebnisse

beider
Projektion

Projektionsebene


Erläuterung:

BeiderProjektionistdas
imR3dieEbenebzw.im
R2dieGerade,aufwelche
diePunktedesRaums
bzw.derEbeneprojiziert
werden.AllePunkteauf
derProjektionsebenebzw.
-geradenwerdenaufsich
selbstabgebildetund
bildendaherdie
Fixpunktmenge.

Projektionsgeradedurch
denUrsprung

Erläuterung:

AllePunkte,dieaufder
Projektionsgeradendurch
denUrsprungliegen,
werdenaufdenUrsprung
abgebildet.



Projektionsebene


Erläuterung:

DasErgebnisistidentisch
mitderFixpunktmenge,da
dieMengeallerBildpunke
aufderProjektionsebene
liegen.DerAnsatz Ax x '=

 


führtaufeinLGS,beidem
durchentsprechendeAd-
ditionaufderlinkenSeite0
entstehenmuss.Aufder
rechtenSeiteergibtsich
danndieGleichungder
Projektionsebene.

Ergebnisse
beider

Spiegelung


Spiegelebene

Erläuterung:

AllePunkteaufder
Spiegelebenewerdenauf
sichselbstabgebildetund
gehörendamitzur
Fixpunktmenge.



UrsprungO(0/0/0)

Erläuterung:

AllePunkteaußerhalbvon
Ewerdenaufeinenindivi-
duellenPunktaußerhalb
vonEabgebildet.Die
PunkteaufEsindFix-
punkte.Damitwirdnurder
Ursprungselbstaufden
Ursprungabgebildet.

existiertnicht

Erläuterung:

JederPunkt,außerden
Fixpunktenaufder
Spiegelebene,hateinen
individuellenBildpunkt.
Damitkannmankeine
EbeneoderGeradeals
Bildmengebestimmen.Bei
derRechnunglässtsich
dielinkeSeitedesLGS
nichtaufNullbringen.

Ergebnisse
beider

zentrischen
Streckung

UrsprungO(0/0/0)

Erläuterung:

NurderUrsprungist
Fixpunkt.

UrsprungO(0/0/0)

Erläuterung:

NurderUrsprungwirdauf
denUrsprungabgebildet.

existiertnicht

Erläuterung:

JederPunkthateinen
individuellenBildpunkt.

Ergebnisse
beider

Drehung

Drehachse

Erläuterung:

AllePunkteaufder
DrehachsesindFixpunkte.

UrsprungO(0/0/0)

Erläuterung:

NurderUrsprungwirdauf
denUrsprungabgebildet.

existiertnicht

Erläuterung:

JederPunkthateinen
individuellenBildpunkt.
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ldungen 

bbildungen Ax x '=
 

'
 

Ax x

A E A

A A E

E x x
    

A B B A
M

A

A’

B

B’

C

C’

D=D’

x

y

z

ung : x ''=Ax

⇒⇒⇒⇒

    

            

A

⇒⇒⇒⇒

e
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